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7.2.2 Grilles horizontales décentŕees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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II Mod èles nuḿeriques complets 77
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11.2.5 Conditions limites aux côtes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
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10 CHAPTER 1. HISTOIRE

1.1 Evolution des mod̀eles math́ematiques

Comme beaucoup de développements, les premières id́ees de mod́elisation math́ematique on
vu le jour en ḿet́eorologie plut̂ot qu’en oćeanographie. Ainsi, l’historique de la modélisation
des oćeans commence en mét́eorologie et nous pouvons enévoquer les points marquants. Le
concept de mod́elisation par les lois physiques aét́e introduit en ḿet́eorologie au d́ebut du sìecle
[?], et l’idée d’une pŕevision du temps̀a partir de la connaissance de conditions initiales et des
lois d’évolution est identifíee. D́ejà a cettéepoque, la notion de fenêtre spectrale apparaı̂t, dans le
sens que l’on suppose que les lois décrivant les processus dépendent de l’́echelleà laquelle l’on
s’intéresse. Notons qu’à cettéepoque Poincaré remet en question cette idée en posant le problème
de la pŕecision sur les conditions initiales et la difficulté de pŕevisions due au caractère chaotique
de l’atmosph̀ere [?]. Cette difficult́e fondamentale n’áet́e red́ecouvert que bien plus tard [?, ?],
et entretemps, on estimait pouvoire prédire le tempśetant donńe son caractère d́eterministe. On
s’attache donc au ḿethodes de prévision par les lois de la physique, mais rapidement est apparu le
probl̀eme pratique de la résolution deśequations et la ńecessit́e de pouvoir conduire les calculs de
façon suffisemment précise et rapide pour̂etre d’une utilit́e quelconque en pratique [?]. Devant les
difficultés òu l’irr éalisme des approches analytiques l’idée d’approximation nuḿerique a fait son
apparition [?]. Ainsi, le premier essai de prévision ḿet́eorologique baśe sur une discŕetisation est
attribúeeà Richardson, qui en 1922 avait calculé à la main l’́evolution de deux colonnes d’air en
fonction de vents mesurés et d’un algorithme de discrétisation simple de l’́evolution de la masse
d’air.

Il m’a fallu une bonne partie de six semaines pour remplir lesformulaires de cal-
cul et établir la nouvelle distribution dans deux colonnes verticales, pour la première
fois. Mon bureaúetait un tas de foin dans un froid cantonnement en retrait. Avec de
l’entrâınement, le travail d’un calculateur moyen pourrait aller sans doute dix fois plus
vite. Avec un pas de temps de trois heures, alors trente-deuxpersonnes pourraient cal-
culer exactement deux points de façonà avancer̀a la m̂eme vitesse que le temps, sans
tenir compte du tr̀es grand gain de vitesse que l’on constate invariablement quand une
opération com- plexe est divisée en parties plus simples, sur lesquelles des individus se
sṕecialisent. Si les dimensions des carreaux de l’échiquier sont de 200 kilom̀etres sur
l’horizontale, il y aurait 3 200 colonnes sur la Terre entière. Comme dans les régions
tropicales le temps est souvent connuà l’avance, on peut considérer qu’il y a 2 000
colonnes actives. De cette façon, 32 x 2 000 = 64 000 calculateurs seraient ńecessaires
pour faire la course avec le temps sur la Terre entière. C’est un nombre plutôt con-
sidérable. Sans doute, dans quelques années, sera-t-il possible de simplifier le schéma
de calcul. Mais, de toute façon, l’organisation qui est propośee est celle d’une fabrique
de pŕevisions centraliśee pour l’ensemble de la Terre, ou pour des parties limitées par
des frontìeres òu le temps est invariable, avec des calculateurs humains spécialiśes
sur deśequations diff́erentes. Esṕerons pour eux qu’ils seront régulìerement affect́es
à de nouvelles oṕerations. Apr̀es un raisonnement aussi difficile, on peut sans doute
avoir un peu de fantaisie. Imaginons un immense hall en formede th́eâtre, sauf que
les galeries et balcons y feraient un tour complet, occupantainsi la place d́evolueà la
sc̀ene. Les murs de cet espace seraient peints pour représenter une carte de la Terre. Le
plafond repŕesenterait les régions polaires septentrionales, l’Angleterre serait dans les
balcons, les tropiques dans les baignoires du haut, l’Australie au niveau des corbeilles
et l’Antarctique dans la fosse. Une myriade de calculateurshumains sont au travail
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sur le temps de la partie de la carte où ils sìegent, mais chacun ne s’occupe que d’une
équation ou d’une partie d’équation. Le travail de chaque région est coordonńe par un
emploýe de haut rang. De nombreux petits tableaux affichent les valeurs instantańees
de façonà ce que les calculateurs voisins puissent les lire. Chaque nombre est ainsi
affiché dans trois niveaux adjacents, de façonà maintenir les communications avec le
Nord et le Sud sur la carte. Du plancher de la fosse s’élève une haute tour qui atteint la
moitié de la hauteur du théâtre. Elle porte une chaire sur son sommet: le responsable
de l’ensemble y est assis, entouré de plusieurs assistants et messagers. Une de ses
tâches consistèa maintenir une vitesse de progression constante dans toutes les parties
du globe. De ce point de vue, il ressemble au chef d’un orchestre dont les instru-
ments seraient des règlesà calcul et des machinesà calculer. Mais au lieu d’agiter une
baguette, il pointe un rayon lumineux rose en direction des régions en avance sur les
autres et un rayon bleu vers celles qui sontà la trâıne. Quatre emploýes de haut niveau
collectent le temps au fur età mesure qu’il est calculé, et l’exṕedientà l’aide d’une
messagerie pneumatique vers une salle calme. De là, il sera cod́e et t́eléphońe vers la
station d’́emission radio. Des messagers transportent les piles de formulaires de cal-
cul usaǵes vers un local d’archivage au sous-sol. Dans un bâtiment voisin, un service
de recherche est installé qui invente des aḿeliorations. Mais il est ńecessaire de faire
des essais̀a petiteéchelle avant de procéderà des changements dans les algorithmes
utilisés dans le th́eâtre de calcul. Dans le sous-sol, un enthousiaste passe son tempsà
observer des tourbillons dans le liquide qui remplit un bassin en rotation, mais jusqu’à
présent la ḿethode nuḿerique donne de meilleurs résultats. Dans un autre bâtiment
sont instalĺes les services financiers, courrier et administratif habituels. À l’ext érieur
se trouvent des terrains de jeux, des habitations, des montagnes et des lacs, car on a
penśe que ceux qui calculent le temps devraient pouvoir le respirer librement.

(d’apr̀es la traduction dans ROCH93) Dans cette déscription imaǵee, nous trouvons déjà tous
les ingŕedients d’un système de pŕevision nuḿerique, ce compris les notions de calculateur par-
allèle avećechanges de messages, d’archivage de calculateurs spécialiśes (type RISC) et de tâches
superviseurs. Cependant, le nombre de calculateurs humainsrequis par Richardson (64000 hommes
développant moins que 0.1 Mflop) est loin du la puissance de calcul nécessairèa ce jour (de l’ordre
tu Tera-flop) Il est int́eressant de noter que le schéma qu’il a utiliśe est nuḿeriquement instable
mais que la courte simulation effectuée eúegard des ressources de calcul manuelles ou mécaniques
évitait de mettre cette instabilité enévidence.

L’id ée de pŕevision nuḿerique est alors mis en veilleuse jusqu’à l’apparition d’outils de calculs
suffisemment rapides pour envisager une modèle pŕedictif. C’était le cas vers 1946, avec l’ENIAC
(Electronic Numerator Integrator Analyser and Computer) initialement instalĺe pour le calcul de
trajectoires de projectiles pendant la guerre et recyclé ensuite vers leśetudes pour la bombe H.
Sous l’impulsion de Von Neumann, qui faisait partie du committé scientifique supervisant le
développement de l’ENIAC et qui avait introduit la possibilité de le programmer, l’ENIAC devait
être rendu accessible par des mét́eorologistes afin d’entamer une prédiction du temps dans la lignée
de Richardson. En vue des possibilités de calcul limit́es de l’ENIAC (quelque 500 opérations par
seconde), des pannes fréquentes et l’abscence de calcul en virgule flottante, seulement un mod̀ele
barotrope limit́e aux Etats Unis a pûetre utiliśe pour des premières pŕevisions d́ebut 1949 [?]. Au
fur et à mesure que des machines plus performantes et plus facilement programmables ont fait
apparition, des mod̀eles de plus en plus sophistiqués on vu le jour et on passa graduellementà des
mod̀eles baroclines d́evelopṕes en 1953 [?] et mis en route en 1955 sur un IBM701 (avec quelques
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milliers de Flops). Jusqu’en 1962 c’est cependant le modèle barotrope qui reste le modèle pour les
prévisions oṕerationelles.

Lors de ces premiers développements de modèles nuḿeriques, et on a vite constaté les probl̀emes
li és aux instabilit́es nuḿeriques, et un grand effort aét́e d́eploýe pour reḿedier aux probl̀emes ren-
contŕes. Une ćelèbre exṕerience nuḿerique de PHIL56́etudiant l’instabilit́e barocline avait notem-
ment donńe lieuà une lente instabilité non-lińeaire seulement expliquée en 1959 [?]. Durant cette
période, de longs d́ebats ont eu lieu sur la question s’il est préférable de construire un schéma sta-
ble en toute circonstance mais potentiellement moins précis, òu au contraire favoriser les schémas
à erreur de troncature minimale mais moins robustes MIYA00.

La premìere approche a conduit au développement de la discrétisation du terme d’advection
connue sous le nom de Jacobien d’Arakawa, en hommageà son inventeur A. Arakawa [?]. Sa
discŕetisation conserve deux quantités quadratiques en les variables d’état, de sorte que les vari-
ables d’́etat restent borńes et que le sch́ema est stable. Curieusement, les mathématiciens appliqúes
de l’époque n’ont paśet́e tr̀es enthousiastes̀a propos de ce schémaà leurs yeux trop impŕecis. Le
livre de ŕeférence en ḿethodes nuḿeriques publíe peu apr̀es [?] ne mentionne m̂eme pas le sch́ema
d’Arakawa!

Alors que les mod̀eles atmosph́eriqueśetaint en d́eveloppement et utilisation depuis une quin-
zaine d’anńees, les premiers modèles oceaniques sont apparus dans les années soixante, d’abord
en version barotrope [?] et ensuite en version barocline d’équations primitives [?]. A ce moment
un mod̀ele auxéquations primitives pour l’atmosphère existait depuis le début des anńees soixante
SMAG58,Smag63

1960 primitive equation models: Smagorinsky
Now best model in Reading ECMWF (European Centre for Medium Range Weather Forecast)
Ocean: Sarkisyan first global prediction
K. Bryan 1963 first integration of barotropic ocean
[?] method to solve primitive equation model of ocean dynamicsincluding topography and

simple turbulent closure schemes
20 years almost unmodified model, now developments (polar regions, free surface ...)
Meteorological still in advance (data assimilation). alsoobservational network easier to imple-

ment and detect signals which are stronger and of larger scale.
[?].
Les premiers mod̀eles spectraux ont́et́e d́evelopṕes bien entendu pour les modèles atmo-

sph́eriques. En effet, l’absence de frontières lat́erales et la ṕeriodicit́e du domaine conduit tout
naturellement̀a l’idée de d́eveloppement de solutions en termes de fonctions propres sur une
sph̀ere. Comme l’ont d́emontŕe Orszag et ???, les méthodes spectrales ont géńeralement un com-
portement de convergence plus rapide que les différences finis

Les d́eveloppements nuḿeriques sṕecifiques et adaptésà chaque type de modèle rendent aussi
de plus en plus difficile une modification majeure des codes decalcul utiliśes. Ainsi le GFDL n’a
pas voulu migrer son modèle atmosph́erique vers un mod̀ele semi-Lagrangien (comme utilisé par
ECMWF) pour des raisons purementéconomiques.

Aujourd’hui, la plupart des mod̀eles math́ematiques-nuḿeriques ont atteint un tel degré de
sophistication qu’il devient difficile pour un non-spécialiste d’en apprécier les avantages et in-
conv́enients ainsi que les limites inhérentes aux choix effectués. L’objectif de cet oeuvre est de
quelque peu rendre cette compréhension plus accessible.

Les mod̀eles peuvent́egalement̂etre utiliśes pour d́emontrer que des modèles de processus
linéaires th́eoriques sont capables de reproduire l’essentiel d’un processus ŕeel. En effet, en ǵeńeral
les mod̀eles lińeaires ne s’appliquent qu’à des processus de faible amplitude, souvent impossibles
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à d́etecter dans la nature. Si un modèle nuḿerique non-lińeraire montre que les caractéristiques
d’un mod̀ele linéraire restent d’application pour des amplitudes observées, on a en quelque sorte
validé un mod̀ele conceptuel lińeaire par un mod̀ele plus complexe. Ainsi, la théorie de l’instabilit́e
baroclineétait connue avant 1956, mais ce sont notamment les expériences nuḿeriques de Phillips
PHIL56 avec un mod̀ele quasi-ǵeostrophiquèa deux couches qui ont montré que le mod̀ele repro-
duisait correctement les observations. De là il était facile d’analyser les résultats du mod̀ele en
comparaison avec la théorie lińeaire pour constater que le modèle linéaire pŕedit correctement la
limite de stabilit́e en fonction du cisaillement vertical et les flux des perturbations de densité.

Livre Robert...
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1.2 Evolution de la mod́elisation et ressources informatiques

Evolution of computing power is exponential ! Now 1Gflop per processor
Cray first real supercomputer which allowed first realistic simulations. Cray now Silicon

Graphics
Now technological limitations for single processors: 1Gh means scales of less than 30cm for

data exchange! On the other hand heat problems. Also inprintby light now limited due to wave-
length of visible light.

How increase of speed is achieved?
First technological advances
Then modification of in and outputs to asynchronous versions.
High level languages (FORTRAN for scientific operations is easier than assembler)
Architecture of CPU
Mermory, the faster, the more expensive. Least expensive: magnetic tapes, then magnetic disc.
SISD Single instruction, single data
Vector machines arithmetic operations are in fact a successions of binary operation. Processor

treats already next set of operands while still working on the previous one. Needs vector data and
non-recursive data.

MIMD: Multiple instruction, multiple data:
shared-memory (Cray type), now switch connection problem: scaling linear up to 10-20 pro-

cessors because of memory access but ”easy” programming.
distributed memory each processor has its own memory with very fast access. When data of

others are needed, slower access and more difficult data access: message passing and synchonisa-
tion must be programmed (PVM, MPI). Typical massively parallel machine.

IBM, HP, Sun, Compac, Silicon Graphics, Fujitsu-Nec: now combination of the two technolo-
gies

[?] Climate modeling

1.3 Les particularités du syst̀eme marin

1.3.1 Rotation, stratification, inhomoǵeniétés

1.3.2 Spectres et parametrisations

Rapport d’aspect
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2.1 Lois de conservations

2.2 Equations types pour les fluides de l’environnement
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3.1 Notions de diff́erences finies et discŕetisation

Lorsque nous utilisons des modèles sur un ordinateur, nous devons réaliser que ce dernier nest
pas capable de stocker des valeurs dune fonction en tout endroit. Autrement dit, lordinateur ne
peut garder en ḿemoire quun certain nombre de valeurs de la fonction en un certain nombre de
points. Or, les lois math́ematiques gouvernent les systèmes physiques ; eux font appel aux notions
de fonctions continues, cest-à-dire dont on peut́evaluer la valeur̀a nimporte quel endroit. Quand
nous passons donc̀a un ordinateur, nous devons remplacer cette notion de fonction continue par
une notion de fonction discrète que nous connaissons quen un certain nombre de points. Ainsi,
sur le graphique de référence, nous voyons que la fonction f de x peutêtreévalúee en un nombre
donńe de points xi òu la valeur de la fonction vaut f de xi, cest-à-dire f de i. Ce sont ces valeurs
de la fonction fi que lon peut stocker et calculer dans un ordinateur mais nous ne pourrons pas
calculer toutes les valeurs intermédiaires entre deux points simplement parce que la fonctioncon-
tinue a une infinit́e de points sur lesquels on peut en calculer la valeur alors que les ordinateurs
par construction ont une taille finie. Dès lors que lon a remplacé une fonction continue par un
ensemble de valeurs̀a des points donńes, va se poser le problème du calcul des dérivées. En effet,
math́ematiquement une dérivée est d́efinie paréquation òu lincrément entre x et x + delta x va
tendre vers źero. Or puisque nous ne connaissons pas la valeur de la fonction en tous points, nous
ne pourrons pas faire tendre cette valeur de delta x vers zéro puisque nous ne connaissons la valeur
quen un point ? xi + delta x avec un delta x donné. La notion de diff́erences finies vient alors tout
naturellement̀a lesprit, cest-̀a-dire quen lieu et en place de la définition de la d́erivée òu le delta x
tend vers źero, nous utiliserons la définition de la diff́erence finie òu cette diff́erence de fonction est
évalúee pour un delta x fini et donné. Lobjectif est bien ŝur de pouvoir remplacer dans leséquations
math́ematiques les d́erivées par des différences finies puisque, si nous procédons de cette sorte là,
connaissant la valeur de la fonction en un certain nombre de points et en remplaçant les dérivées par
des diff́erences finies justement en fonction de la valeur de la fonction en ce point, nous pouvons
essayer de calculer les différents termes dunéequation math́ematique d́ecrivant lautre système. Les
choses ne sont́evidemment pas aussi simples que cela en pratique. Il ne suffit pas de remplacer
partout les diff́erences finies de façon brutale et pour un delta x quelconque, mais au contraire, il
faudra d́eployer toute une série de techniques pour utiliser les différences finies de façon adéquate.
Le probl̀eme majeuŕetant de connaı̂tre la valeur discr̀ete delta x que lon peut utiliser pour rem-
placer une d́erivée par une diff́erence finie sans faire une erreur trop grande lors de cette opération.
En effet, si nous imaginons la fonction de la figure de référence, il est bien clair que selon la
valeur du delta x, lapproximation de la dérivée par une diff́erence finie sera très bonne si le delta
x est beaucoup plus petit que la longueur typique sur laquelle la fonction varie. En effet, si delta
x est beaucoup plus grand que l, il est clair que la sécante entre les deux points x et x + delta x
sera une tr̀es mauvaise approximation de la dérivée locale en x. Par contre, si le delta x devient
beaucoup plus petit que le l, nous voyons sur le graphique quela śequence ( ?) est une très bonne
approximation de la d́erivée, cest-̀a-dire la pente locale en x. Lerreur que lon fera en remplaçant
les d́erivées par des différences finies d́ependra donc fortement de léchelle delta x par rapportà
léchelle aux variations de la solution que lon cherchera. Nous pouvons quantifier cette erreur-là
en faisant appel̀a la śerie de Taylor vue préćedemment. Nous constatons en effet quen variables
adimensionnelles qui mesurent justement le delta x ou le delta t par rapport̀a une longueur car-
act́eristique, si le delta x d́epasse cette longueur caractéristique, les diff́erents termes de la série de
Taylor vont en croissant. La conséquence de cette croissance des différents termes est que nous ne
pouvons pas ńegliger justement les termes suivants de la série. Autrement dit, la śerie convergera
très mal si le delta x est beaucoup plus grand que la longueur caract́eristique. Dans ce cas-là, on
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obtiendra des très mauvais ŕesultats en remplaçant la dérivée par une diff́erence finie du premier
ordre puisque ceci revientà laisser tomber les termes de dérivées ? dans une série de Taylor, terme
qui nest pas ńegligeable du tout quand le delta x divisé par l devient grand. A linverse, si le delta
x est beaucoup plus petit que l, la longueur caractéristique, les diff́erents termes de la série de
Taylor vont d́ecroissants et nous pouvons arrêter relativement tôt la śerie. Autrement dit, nous
pouvons remplacer les dérivées par des différences finies. En résuḿe, pour pouvoir remplacer une
dérivée par une diff́erence finie, il faut sassurer que lespacement discret que lon utilise soit suff-
isamment petit par rapport auxéchelles de variations de la solution ou de la fonction que lon veut
repŕesenter. En pratique, cela ne sera pas toujours facile dassurer. Ceci pour deux raisons. La
premìere peut̂etre de niveau pratique, simplement parce que surtout si nous utilisons des espace-
ments tr̀es ŕeduits, nous pouvons rapidement arriverà une demande de mémoire de lordinateur
trop importante. La deuxième raison est plutôt dordre conceptuel. En effet, si nous voulons a
priori imposer que lespacement soit beaucoup plus petit quela longueur typique des variations de
la fonction, il faudrait que lon connaisse cette longueur devariations. Or, tr̀es souvent, ce que
nous voulons calculer est justement la solutionà probl̀emes de sorte que nous ne connaissons pas
nécessairement a priori sa structure ni seséchelles.

3.2 Précision d’une différence finie
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4.1 Equations 0D

4.2 Discŕetisations d’Euler

4.3 Multistage

4.4 Troncature

4.5 Stiffness
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5.1 Equations multi D

5.2 stabilité convergence

5.3 Dispersion et propagation

5.4 Volume fini et conservation

5.5 Application de conditions aux limites
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6.1 Diffusion 1D

6.2 Coriolis

6.3 Pression et surface libre

6.3.1 Equation de poisson

6.3.2 Mode-splitting

6.4 Advection
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non-structur ées
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Dans ce chapitre, nous allons brièvement d́ecrire les diff́erentes techniques numériques utiles
pour la ŕealisation d’un code de calcul susceptible de résoudre approximativement leséquations
primitives 3D. Nous int́egrons dans cette description les différentes formulations en termes de
syst̀emes de coordonnées puisqu’en dernier ressort, elles ne sont introduites que pour faciliter
la discŕetisation ult́erieure. En effet, comme il áet́e vu au chapitre??, les équations de base
des mod̀eles sont ǵeńeralement formuĺees sous forme vectorielle valable en tout système de co-
ordonńees. La ŕesolution deśequations ńecessite cependant le passageà un syst̀eme de coor-
donńees particulier. Ainsi le passageà un syst̀eme de coordonńees cart́esien est de mise quand il
s’agit de ŕesoudre analytiquement deséquations simplifíees. De m̂eme, le syst̀eme de coordonńees
sph́eriques est le système de coordonńees de choix pour deśetudes sur une géoḿetrie sph́erique
comme la Terre. Quand nous voulons résoudre leśequations de façon nuḿerique, nous devons
choisir un syst̀eme de coordonńees. On ne peut en effet calculer les valeurs des composantesd’un
vecteur que si l’on a choisi un système de coordonńees. Il est claiŕegalement que le choix du
syst̀eme de coordonńees va conditionner le choix des méthodes nuḿeriques puisque la valeur des
composantes d́ependra du système de coordonńees choisi. Ainsi, si nous imaginons, par exem-
ple, un front qui se propagèa une vitesse donnée, si nous avions un système de coordonńees qui
bouge exactementà la vitesse du front, dans ce système de coordonńees, la solution s’écrirait de
façon extr̂emement simple puisque dans ces systèmes de coordonnées, la situation serait figée.
Ceci m̀ene tout naturellementà l’idée de choisir des systèmes de coordonnées suivent au mieux
les propríet́es physiques ou géoḿetriques du problème consid́eŕe. Dans la suite, nous passerons
en revue les diff́erents syst̀emes de coordonnées que les modélisateurs choisissent habituellement
en essayant de mettre en avant les avantages et inconvénients des diff́erents syst̀emes. En vue de
l’anisotropie deśecoulements marins, nous allons distinguer les coordonnées verticales et horizon-
tales, ce qui se justifie d’autant plus que les processus selon la direction lat́erale et verticale sont
de nature souvent très diff́erente.

Aussi le choix de garder une coordonnée dans la direction de la gravité: pas de projection de
forces importantes..... A FINIR

7.1 Changement de coordonńees

7.1.1 Coordonńees lat́erales

Parmi les coordonńees lat́erales, nous avons, dans l’ordre croissant en complexité, les coor-
donńees cart́esiennes, les coordonnées sph́eriques, les coordonnées curvilignes orthogonales et les
coordonńees curvilignes non orthogonales.

Coordonnées cart́esiennes

L’expression des oṕerateurs math́ematiques est fortement simplifiée lorsqu’on reste en coor-
donńees cart́esiennes puisque les opérateurs de gradient, rotationnels, ... prennent leur forme
habituelle simple. Dans ce cas, la discrétisation nuḿerique des oṕerateurs est tout aussi naturelle et
rapidement mise en oeuvre. Si dans ce système de coordonńees, une grille nuḿerique uniforme est
choisie (voir sous-section 7.2.1), nous perdons toute possibilit é d’aligner la grille nuḿerique sur
une topographie complexe ou un phénom̀ene physique stable que l’on connaisse a priori. Aussi, le
choix des syst̀emes de coordonnées cart́esiens limite le mod̀eleà des probl̀emes de taille faible par
rapportà la surface du globe.
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Figure 7.1 : Planβ

Coordonnées sph́eriques

Comme, d’habitude, nous nous intéressons aux courantsà la surface de la Terre, il est tout
à fait naturel de vouloir exprimer des composantes du vecteur vitesse dans un système de coor-
donńees dont deux vecteurs de base sont tangentsà la surface de la Terre. Pour des coordonnées
cart́esiennes, ce n’est possible qu’en se limitantà une ŕegion tr̀es restreinte de la surface de la
Terre alors que, pour des coordonnées sph́eriques, bien entendu, nous avons un système de coor-
donńees naturel pour la planète. Ce système de coordonńees est donc le système de coordonńees
par excellence pour tous les problèmes globaux, que ce soit en mét́eorologie ou en oćeanographie.
En contre-partie du caractère naturel du système de coordonńees, nous avons bien sûr une com-
plexité accrue dans l’expression des opérateurs math́ematiques. A titre d’exemple, nous pouvons
écrire leséquations de quantité de mouvement dans des coordonnées sph́eriques comme suit :
Tout comme pour les coordonnées cart́esiennes, si une grille uniforme est utilisée dans ce système
de coordonńees, nous perdons la possibilité d’ajuster la grilleà la ǵeoḿetrie ouà un processus
particulier. Nous rencontrerons aussi un problème au niveau des pôles puisque les coordonnées
sph́eriques poss̀edent un p̂ole math́ematiquèa cet endroit. Egalement aux pôles, nous constatons
que les lignes de coordonnées ḿeridiens se rapprochent de plus en plus de sorte qu’une grille uni-
forme en latitude/longitude sera une grille physique dans l’espace euclidien très d́eformée avec
une ŕesolution beaucoup plus forte près des p̂oles qu’̀a l’Equateur.
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projet́ees dans ces axes1 :
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Puisque la profondeur ces océans est tr̀es faible par rapport la distancer au centre de la terre, on
remplace ǵenéeralementr par le rayon moyena de la terre dans ceśequations. De m̂eme, il est
tout à fait licite de ńegliger le facteur ǵeoḿetriquew/r devant∂w/∂r. On d́esigne alors parz la
coordonńee locale vertical mesurée positivement vers le hautà partir de la surface de la mer On
obtient alors:
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Pour unéecriture sous forme plus de divergence de flux, on peut aussi utiliser

dC

dt
≡ ∂C
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1

a cos λ

∂uC

∂φ
+

1

a cos λ

∂v cos λC

∂λ
+

∂wC

∂z
(7.11)

Si l’on utilise ł’approximation hydrostatique, on remplacera 7.9 par

∂q

∂z
− b (7.12)

et l’on devra ńegliger2Ωw cos λ dans la composante de la force de Coriolis afin de garantir que le
force de Coriolis ne produise par de travail mécanique. Notons que le fait de remplacerr par la
valeur moyenne assure en fait que le moment cinétiqueH = Ωa2 cos2 λ + a cos λu satisfait dans
le cas non-visqueux

dH

dt
= −∂q

∂φ
(7.13)

ce qui est coh́erent avec la conservation du moment cinétique dans le système initial??-7.4.

1 Fφ, Fλ, Fr sont les forces de friction agissant au sein du fluide.
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Si les forces de friction latérales sont mod́elisés par une diffusion sur des surfacesz = constant
elles s’́ecrivent
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alors que pour les scalaires, nous avons
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Coordonnées curvilignes orthogonales

Les deux syst̀emes de coordonnées pŕesent́es jusqu’ici, c’est-̀a-dire les coordonńees cart́esiennes
et les coordonńees sph́eriques ne sont en fait qu’un cas particulier d’un système de coordonńees
plus ǵeńeral qui sont les coordonnées curvilignes orthogonales. Comme nous avons supposé que
la troisìeme composante est une composante verticale, n’importe quel syst̀eme de coordonńees
latérales qui reste sur une surface d’une sphère est toujours perpendiculaireà la composante ver-
ticale. Si, sur cette surface sphérique, les deux coordonnées lat́erales sont en plus orthogonales
entre elles, nous aurons un système de coordonńees orthogonal. Par conséquent, dans les modèles
d’océans, on se limite ǵeńeralement̀a cŕeer des coordonnées curvilignes orthogonales dans un
syst̀eme bidimensionnel, la troisième composantéetant toujours la composante verticale. A partir
du moment óu l’on sait cŕeer un syst̀eme de coordonńees curvilignes orthogonales, la transforma-
tion math́ematique deśequations ne pose pas de problème majeur puisque les opérateurs classiques
de divergence, gradient, ... peuvent s’écrire de la façon suivante :

Dans ces formulations, nous voyons apparaı̂tre des termes ḿetriques H1,H2 et H3. Dans un
syst̀eme de coordonńees curvilignes donńe analytiquement, ces ḿetriques peuvent̂etre calcuĺes
explicitement alors que dans un système de coordonńees curvilignes ǵeńeŕe nuḿeriquement, ces
métriques doivent́evidemment̂etreévalúes de façon nuḿerique.
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Notons qu’ici les composantes du vecteur vitesse sont exprimées le long des lignes de coor-
donńees et que la divergence du vecteur vitesse s’exprime sous laforme d’une divergence dans le
nouveau système de coordonńees. Cette propriét́e est particulìerement int́eressante pour remettre
leséquationśecrites sous forme de dérivées mat́erielles vers une forme dite conservative. A partir
du moment òu l’on sait évaluer les ḿetriques et que l’on connaisse la position des lignes de coor-
donńees, l’́ecriture d’un mod̀ele en coordonńees curvilignes ne pose pas de problème majeur mais
poss̀ede certains avantages. Ainsi, par exemple, on peut faire ensorte que les lignes de coordonnées
suivent au mieux une côte ou une rupture de pente au Plateau Continental. De même, les coor-
donńees peuvent̂etre resserŕees aux endroits intéressants comme les détroits ou les embouchures
de rivières importantes. De cette façon, on géǹere donc une résolution nuḿerique a priori mieux
adapt́ee auxéchelles physiques que l’on espère ŕesoudre. Cette approche est cependant limitée
dans ces possibilités par le fait que l’on ne peut pas géńerer des coordonnées curvilignes orthog-
onales quelconques dans la mesure où les coordonńees doivent rester orthogonales. Cela pose un
probl̀eme si l’on essaie de faire correspondre une des coordonnéesà une ĉote relativement erra-
tique. Dans ce cas, la ligne de coordonnées perpendiculairèa cette dernìere posera problème. En
effet, nuḿeriquement, nous devons garder des systèmes de coordonnées discr̀etes, c’est-̀a-dire que
l’on donnera les lignes de coordonnéesà des intervales donnés. En observant la figure ? ? ? ? ? ?,
on peut se convaincre facilement de la difficulté de ǵeńerer une coordonńee perpendiculairèa une
ligne erratique qui fait en sorte que le changement de coordonnées reste univoque. En effet, aux
endroits de forte variation de la première coordonńee, la deuxìeme a tendancèa croiser cette ligne
dès que l’on s’́ecarte de la ĉote. En pratique, cela signifie que les coordonnées curvilignes ǵeńeŕees
numériquement doivent̂etre relativement lisses quand on passe d’un point discret au suivant. Cela
veut également dire que dans la plupart des cas, la topographie sera partiellement représent́ee par
un masque ’terre-mer’ puisqu’il sera, en géńeral, impossible de suivre correctement la côte tout
en ayant un système de coordonńees orthogonales. Une autre difficulté pratique est bien entendu
la nécessit́e d’avoir un pŕe-traitement et post-traitement des données qui permette de passer de la
grille numérique curviligne vers un système de coordonńees cart́esiennes ou sphérique pour une
analyse des résultats ou une préparation de donńees. Aussi la ǵeńeration, elle m̂eme, des coor-
donńees curvilignes demande géńeralement l’utilisation d’un outil de pré-traitement qui ǵeǹere les
coordonńees en fonction d’un critère d́efini a priori.

h2
1 =

(

∂x

∂ξ1

)2

+

(

∂y

∂ξ1

)2

(7.23)

= h2
2 =

(

∂x

∂ξ2

)2

+

(

∂y

∂ξ2

)2

h3 = 1 La coordońee vertical ńetant pas changéeà ce stade(7.24)

ds2 = h2
1dξ1 + h2

2dξ2 + h2
3dξ3 (7.25)

∇·u =
1

h1h2h3

(

h2h3u1

∂ξ1

h1h3u2

∂ξ2

+
h1h2u3

∂ξ3

)

(7.26)
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Coordonnées non-orthogonales

Etant donńe la difficult́e des coordonńees orthogonales pour pouvoir suivre des variations rapi-
des des frontìeres, des coordonnées curvilignes non-orthogonales pourraientêtre utiliśees.

Dans ce cas, on peut effectivement choisir la deuxième coordonńee non orthogonalèa la
premìere qui, elle, suivra la ĉote, alors que la deuxième pourrâetre choisir librement sous la seule
condition de garder un système de coordonńees dont la transformation est univoque.

Cependant, d̀es que l’on se lib̀ere de la condition d’orthogonalité, plusieurs difficult́es appa-
raissent. Une première difficult́e est le choix de la représentation des coordonnées des vecteurs.
En effet, nous aovns le choix entre les composantes covariantes ou contravariantes comme in-
diqué à la figure ? ? ? ?. Aussi l’expression des opérateurs math́ematiques devient nettement
plus compliqúee que dans le cas des coordonnées orthogonales. Cette complication des opérateurs
math́ematiques se ressentévidemment au niveau de l’implantation numérique dans la mesure où le
nombre d’oṕerationsà effectuer devient plus important ainsi que les sources d’erreurs de tronca-
ture. Aussi, satisfaire nuḿeriquement les propriét́es math́ematiques telles que la divergence d’un
rotationnel qui vaut 0 ou le rotationnel d’un gradient qui vaut toujours 0 devient de plus en plus
difficile à satisfaire nuḿeriquement. Nous retrouvonségalement les difficultés de pŕe-traitement et
post-traitement ainsi que la nécessit́e d’un bon outil de ǵeńeration des coordonnées curvilignes.

En oćeanographie, il n’y a,̀a notre connaissance, aucun modèle travaillant en coordonnées
curvilignes non-orthogonales puisque, avec ce niveau de complexit́e, les mod́elisateurs pŕefèrent
géńeralement se limiter̀a des coordonńees curvilignes orthogonales dans la formulation mathématique,
mais ensuite, dans la résolution nuḿerique, passer̀a des ŕesolutions par deśeléments finis ou des
volumes finis qui, eux, peuvent avoir des positions quelconques dans le système de coordonńees
choisi.

A ce stade-ci, il est bon aussi de rappeler que le choix du système de coordonńees n’est qu’une
préparationà la discŕetisation dans le sens où, math́ematiquement, on ne fait que réécrire les
équations dans un autre système. Ensuite, il faudra les résoudre et c’est ici que l’on peut ex-
ploiter la formulation dans un système de coordonńees donńe en y distribuant des points discrets
de façon uniforme. Dans ce cas, les opérateurs math́ematiques sont en effet facilement approximés
par des diff́erences finies par exemple.
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7.1.2 Coordonńee verticale

Coordonnée ǵeopotentielle

Coordonnéeσ

Coordonnée isopycnale

Coordonnée hybride

7.2 Placement d’une grille nuḿerique

7.2.1 Grille discrète

Structur ée

Non-structur ée

Spectrale

Un probl̀eme revers de la structuration globale de la solution est introduite quand des gradients
importants sont pŕesents. On assiste alorsà des ph́enom̀enes de Gibbs ind́esirables. Aussi, si nous
avons par exemple une situation où une variable d’́etatc change d’un valeur dec = 10 ‘a une
valeur de 1, toute erreur de 10 % dans la’̊egion c = 10 risque de se propager (par les fonctions
globales) et d’induire une erreur de100% dans l’autre ŕegion. Ceci peut̂etre catastrophique si ce
sont justement les régionsà faible valeurs qui sont dynamiquement importantes.

Dans le cas des océans, nous avonśegalement le problème de la pŕesence deŝıles et ĉotes.

Non-Structur ée

tirangulaires ou quadrilatères horizontalement lignes verticales, ou vrais elements

Autres

mélange spectrale, non-structuree
cartnormCartesian grid cartstreStretched cartesian grid curvorthOrthogonal curvilinear grid

curvnonoNon-orthogonal curvilinear grid triangulUnstructured grid
vertcsigvertical coordinate vertczz coordinates
Notons que la discretisation des opérateur de diffusion horizontale n’a pas suscité beaucoup

d’analyses, puisque d’une part le terme est géńeralement petit et l’on espère que le caractère dif-
fusif ne pose pas de problème lors de la discrétisation. Cependant, avec des grilles de plus en plus
fines d’une part et des opérateurs de ”diffusion” de plus en plus ”étranges” on doit remettre en ques-
tion ce paradigme. Ainsi, plusieurs problèmes peuvent apparaı̂tre: L’opérateur math́ematique lui
même ne donne pas lieuà une solution d́efinie positive. L’oṕerateur biharmonique en est l’exemple
le plus classique. Ajoutter un limiteur de fluxà cet oṕerateur rend le schéma manifestement non
consistant???

Si l’opérateur math́ematique lui m̂eme est d́efini positif, il n’en est pas ńecessairement pour
sonéquivalent discret (dans l’espace). Ceci est bien connu pourl’opérateur harmonique dans une
grille numérique fortement d́eformée [].
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Figure 7.2 : Arakawa A-Grid with posi-
tions ofη points (•) andu and
v points (♦) at the same loca-
tion.
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Figure 7.3 : Arakawa B-Grid with posi-
tions of η points (•) in the
centre of the grid box andu
and v points (♦) at the cor-
ners.
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Figure 7.4 : Arakawa C-Grid with posi-
tions of η points (•) in the
centre of the grid box andu
(>) andv points (∧) at the in-
terfaces.
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Figure 7.5 : Arakawa D-Grid with posi-
tions of η points (•) in the
centre of the grid box andu
(>) andv points (∧) at the in-
terfaces.

7.2.2 Grilles horizontales d́ecentŕees

1. A grid

2. B grid

3. C grid

4. D grid

5. E grid

6. Z grid

7. others

7.2.3 Grilles verticales d́ecentŕees

7.2.4 Discŕetisation temporelle

Attention au probl̀eme ḿemoire
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Figure 7.6 : Arakawa E-Grid with posi-
tions ofη points (•) andu and
v points (♦) at the same lo-
cation. u, v and x, y coordi-
nates are at45◦.
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Figure 7.7 : Z-Grid for diver-
gence/vorticity models.
with positions of divergence
÷ points and vorticity points
(♦) at the corners.

Leapfrog

Euler explicite

Euler implicite

Forward-Backward

Pas fractionnés

Autres

7.2.5 Pression de surface

Toit rigide, fonction de courant

Toit rigide, pression

Surface libre mode splitting

Surface libre implicite

7.2.6 Sch́emas d’advection

Upwind

Centré

Second ordre

QUICK-QUICKEST

PPM

Limiteurs TVD

Flux-corrected

Semi-lagrangien

7.2.7 Force de Coriolis

7.2.8 Equation d’́etat
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8.1 Advection-dispersion

Comme un fluide non-homogène est constitúe d’une śerie de constituants, nous pouvons en
principe calculer l’́evolution de la concentrationca d’un de ses constituantsa par l’équation suiv-
ante

∂ρca

∂t
+ ∇· (ρcav) = ρQa − ∇· (ρcama) − ∇·da, (8.1)

da = −ρK · ∇ca. (8.2)

Cetteéquation n’exprime rien d’autre que le fait que le traceur est advect́e par le courantv, modifié
par les sources localesQa, de m̂eme que modifíe par la circonstance que la vitesse du constituant
n’est pas identiquèa la vitesse du ḿelange. Cette diff́erence peut̂etre syst́ematique (migration,
sédimentation:ma) ou erratique. Dans ce dernier cas, on globalise l’effet dans un flux de diffusion
da exprimé comméetant le produit d’un tenseur de diffusionK et du gradient du traceur en ques-
tion. Dans la mesure où le tenseur de diffusion (ainsi que les termes sources et auxfrontières, bien
entendu) est connu1 pour le traceur en question, rien n’empêche d’́etudier la dispersion/advection
du traceur par l’́equation (8.1). Si le traceur n’influence pas la circulation, le vecteur vitessev est
détermińe par l’hydrodynamique et le traceurca est dynamiquement passif. On peut alors supposer
le courant connu. Comme pour l’hydrodynamique proprement dite, ici, nous pouvonśegalement
utiliser l’approximation de Boussinesq en remplaçantρ par sa valeur de référenceρ0 constant.

8.2 Advection-dispersion d’une nappe

Il y a des cas òu l’ étude deśequations d’advection-diffusion complète peut̂etre remplaćee par
la superposition d’une solution qui consiste en une advection globale et d’une dispersion autour
du centre de masse du constituant. Typiquement, pour un rejet accidentel en mer, une nappe de
polluant vaêtre entrâınée par les courants moyens avec, en superposition, une dispersion autour du
centre. Si nous voulons suivre l’évolution d’une nappe constituée d’un seul traceurc qui n’interagit
pas avec d’autres traceurs et ne disparaı̂t que par mortalit́e ou d́ecomposition propre avec un temps
caract́eristiqueT (Q = −c/T ), nous avons

∂c

∂t
+ ∇· (cv) = − c

T
− ∇· (cm) + ∇· (K · ∇c) , (8.3)

La dispersion autour du centre peutêtre provoqúee par des fluctuations de vitessesà haute
fréquence (la marée dans uńecoulement̀a grandéechelle par exemple) ou une vitesse engendrée
par une dynamique propre de la nappe (les hydrocarbures ont une tension superficielle et un com-
portement non-newtonien). Pour traiter ces cas, nous pouvons d́ecomposer le courant en sa partie
”moyenne”2 u0 et une fluctuationu1 .

En śeparant de la m̂eme manìere la concentration en sa partie moyenne et les fluctuations, nous
aboutirons, bien entendu, au problème classique de fermeture associé aux termes non-lińeaires
cv. La paraḿetrisation se fera alors de façon similaire aux fermeturesturbulentes, mais il faudra

1Pour la turbulence classique isotrope, le tenseur de diffusion s’écrit simplementK = κI, où I est le tenseur identité
etκ la diffusion turbulente.

2La moyenne peut́egalement̂etre une moyenne d’ensemble sur un grand nombre de réalisations fictives du rejet.
Dans ce cas, on n’est pas interessé par la forme ŕeelle de la nappe pour un rejet donné, mais bien par la forme moyenne
ou ayant la plus forte probabilité d’occurence. Les vitessesu1 sont alors leśecarts du vecteur vitesse réel par rapport
à unécoulement moyen hypothétique.
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être conscient du fait que les fluctuations de vitesses peuvent être relativement coh́erentes (maŕees,
par exemple) et qu’une loi de diffusion simple peut s’avérer inad́equate. La marée ḿelangera
davantage dans la direction de l’axe principale de l’ellipse de maŕee que dans la direction per-
pendiculaire. De m̂eme, le coefficient de diffusion du ḿelange peut d́ependre de l’́echelle de la
solution en raison des taux de transfert d’énergie diff́erents entréechelles. En d́esignant parc la
concentration moyenne, nous avons alors la paramétrisation suivante

∂c

∂t
+ ∇· (cu0) = − c

T
+ ∇· (K∗

· ∇c) , (8.4)

où l’on omet ǵeńeralement la migration propre devant l’écoulement moyen. Le tenseur de diffusion
K

∗ contient ainsi l’effet de ḿelange par les fluctuationsu1 ainsi que la turbulence proprement dite.
Si la ”moyenne” est d́efinie sur deśechelles spatiales ou temporelles suffisamment grandes,

nous pouvons admettre que localement, le vecteur vitesseu0 est quasi-constant. En effectuant le
changement de variables suivant

x̃ = x +

∫ t

t0

u0dt, (8.5)

t̃ = t, (8.6)

c̃ = c exp

(

t̃

T

)

, (8.7)

leséquations se transforment en
∂c̃

∂t̃
= ∇̃ ·

(

K
∗
· ∇̃c̃

)

, (8.8)

où ∇̃ est l’oṕerateur classique dans le nouveau système de coordonńees.
L’avantage de ce procéd́e par rapport̀a une ŕesolution directe dans les coordonnées classiques

est la possibilit́e de suivre un rejet ponctuel avec une dispersion autour du centre de masse de la
nappe. Il est en effet souvent possible de modéliser cette dispersion autour du centre de la nappe
par une loi qui s’exprime naturellement en coordonnées polaires locales, avec un coefficient de
diffusion d́ependant de l’́echeller et du temps.

Comme illustration, pour une diffusion isotrope dans un problème bidimensionel, le coefficient
de diffusionκ = λ(t)rq, donne lieùa l’équation suivante

∂c̃

∂t̃
=

1

r

∂

∂r

(

λrq+1 ∂c̃

∂r

)

, (8.9)

dont la solution3 pour un rejet d’une quantitéC à l’instant initial est [?]

c̃(t, r) =
2 − q

2π

C

Γ (p)
σ(t)p exp [−σ(t)r2−q], p =

2

2 − q
, (8.10)

σ−1 = (2 − q)2

∫ t

0

λdt. (8.11)

Cette solution possède plusieurs param̂etres de calibrageq, λ et aét́e utilisée pour expliquer avec
succ̀es des rejets observés dans diff́erents sites.

3La recherche de la solution peut se faire en essayant une solution de similitude du typec = a(t) exp[−σ(t)rm].
Ensuite, une solution de similitude demande que les mêmes puissances der apparaissent, ce qui déterminem. Les
fonctionsa(t) etσ(t) s’obtiennent alors en annulant les coefficients des différentes puissances der.
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u0

u1

Figure 8.1 : Advection d’une nappe et dispersion par les fluctuations.

8.3 Rejets ponctuels, solutions ǵenérales

Au lieu de suivre un rejet, on peut aussiétudier le d́eversement permanent ou intermittent en
un lieu donńe. Pour trouver la solution de ce problème, il suffit de superposer les solutions indi-
viduelles des rejets instantanés par une int́egrale de convolution. En effet, le rejet instantané nous
fournit la fonction de Green pour un rejet ponctuel variable. Strictement parlant, nous devrions
tenir compte,à proximit́e du rejet ponctuel, de l’apport de masse local dans la définition de la
masse volumique et de la quantité de mouvement d’un ḿelange. De la sorte, la divergence locale
du vecteur vitesse pour un mélange incompressible ne serait plus nulleà l’endroit du rejet. Nous
supposerons cependant que la quantité du traceur rejeté (ou une quantité d’eau suppĺementaire par
leségouts, par exemple) est négligeable par rapport au transport local par le courant. Dans ce cas,
nous ne sommes pas non plus obligés de ŕesoudre de façon détaillée un rejet forće, mais pouvons
étudier la dispersion telle qu’engendrée par le courant. Nous supposerons ici que le tenseur de
diffusionK

∗ = κI est constant et isotrope, ce qui suppose que les fluctuationsde vitesses sont rel-
ativement faibles ou peu structurées. Nous pouvons alors rendre leséquations adimensionnelles4

par les variables suivantes

t̃ =
t

4κ‖u‖−2 , (8.12)

x̃ =
x

4κ‖u‖−1 , (8.13)

v =
u

‖u‖ , (8.14)

γ =
4κ

T‖u‖2 . (8.15)

4Nous supposonśegalement le vecteur vitesse constant; ceci n’est pas indispensable mais simplifie la présentation.
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Figure 8.2 : Concentration du traceurc pour un rejet unitaire instantańe à l’origine. Evolution pourt =
0.3, 1, 3. (exemple sans décroissance radioactive et avec une advection unitaire vers lesx
croissants).

Leséquations adimensionnelles s’écrivent alors (en omettant les)̃ pour un terme rejet d’intensitéq

∂c

∂t
= q − γc − v · ∇c +

1

4
∇2c. (8.16)

La solution pour le rejet instantané q(x, t) = Qδ(x)δ(t) nous fournira la fonction de Green.
Pour une concentration initialement nulle ent = 0, la concentration ultérieure est donńee par

c(x, t) =
Q√
πt

n exp

[−(x − vt)2

t

]

exp (−γt), (8.17)

où n = 1 pour un probl̀eme uni-dimensionnel,n = 2 en 2D, etn = 3 en 3D.
Cette solution est illustrée en 1D sur la figure 8.2. On y voit clairement l’advection ainsi que la

diffusion att́enuant la concentration maximale avec le temps.
Nous pouvons v́erifier sans peine que la solution (8.17) donne lieuà une masse totale (il suffit

d’intégrer sur le domaine) qui vautq exp[−γt] et tient compte de la disparition de la masse par le
termeexp[−γt].

A partir de la solution pour le rejet instantané ponctuel, nous pouvons construire la solution
pour un rejet quelconque par superposition. Autrement dit,nous pouvons additionner les contribu-
tions des solutions de rejets du type Dirac, en prenant soin de d́ecaler la solution dans le temps et
l’espace. A cette fin, nous pouvons définir la fonction de Green

c(x, t,x′, t′) =
Q

√

π(t − t′)
n exp

[−{x − x′ − v(t − t′)}2

t − t′

]

exp (−γ(t − t′)), (8.18)

qui donne la solution pour un rejet effectué enx′, t′. La solution pour un rejet quelconque est alors

c(x, t) =

∫

Rn

∫ t

0

q(x′, t′)
√

π(t − t′)
n e

[

−{x−x
′−v(t−t′)}2

t−t′
−γ(t−t′)

]

dt′dx′. (8.19)

Nous pouvons v́erifier que si la source est indépendante d’une coordonnée perpendiculaire au
vecteur vitesse, nous pouvons ramener le problème de l’espaceRn à un espaceRn−1. En effet, si
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la source est ind́ependante de la coordonnéexi avecx = X + xiei, ei · v = 0, X · ei = 0, nous
avons

∫

Rn

q(x′, t′) exp

[−{x − x′ − v(t − t′)}2

t − t′

]

dx′ =

∫

Rn−1

q(X′, t′) exp

[−{X − X′ − v(t − t′)}2

t − t′

]

dX′
∫ +∞

−∞
exp[−(xi − x′

i)
2/(t − t′)]dx′

i =

√

π(t − t′)

∫

Rn−1

q(X′, t′) exp

[−{X − X′ − v(t − t′)}2

t − t′

]

dX′,

(8.20)

de sorte que nous retrouvons la solution (8.17) enRn−1.

8.3.1 Rejet ponctuel

Si le rejet reste ponctuel dans l’espace mais varie dans le temps q(x, t) = δ(x)Q(t) et la
solution ǵeńerale se simplifie en

c(x, t) =

∫ t

0

Q(t − t′)√
πt′

n exp

[−(x − vt′)2

t′

]

exp [−γt′]dt′. (8.21)

En ǵeńeral, la forme analytique des solutions n’est disponible que pour des fonctions de rejet
particulìeres. Pour le rejet permanent par exemple, la solution stationnaire peut̂etre obtenue en
faisant tendret → ∞

1D
c =

q√
1 + γ

exp[2x − 2
√

1 + γ|x|]. (8.22)

2D
c =

q

π
exp[2x · v]2K0

(

2
√

1 + γ‖x‖
)

. (8.23)

Ainsi, une source ponctuelle d’un traceur en 2D donne lieuà un équilibre entre le terme
d’advection et diffusion avec, bien entendu, une concentration du traceur pluśelev́ee en aval du
courant.

3D
c =

q

π
exp[2x · v]

1

‖x‖ exp[−2
√

1 + γ‖x‖]. (8.24)

8.4 Traceurs en oćeanographie

En oćeanographie les traceursétudíes sont multiples : polluants accidentels, isotopes radioact-
ifs, composants biologiques etc. .Souvent les traceurs sont utilisés pour identifier leśechelles spa-
tiales physiques (gyres), le parcours des masses d’eau (si l’on connâıt les endroits de rejet), voire
l’ âge des constituants (si l’on connaı̂t les d́ep̂ots de matìeres radioactives de temps de décroissance
diff érents, le rapport des concentrations des traceurs en question donne une indication du temps
écouĺe depuis leur d́ep̂ot. De m̂eme, des transformations d’un isotope en un autre peuvent servir à
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Figure 8.3 : Concentration du traceurc en 2D autour du rejet en(0, 0). L’advection a lieu vers la droite.
Les faibles valeurs sont en noir, les valeursélev́ees en blanc.

la datation). D’autres applications concernent les calculs probabilistes d’occurrence de pollutions,
en un endroit donńe, en fonction des probabilités de rejets accidentels, en un autre endroit et les
conditions ḿet́eorologiques/oćeanographiques habituelles ou extrêmes. La plupart de ces calculs
sont cependant effectués par des mod̀eles nuḿeriquesétant donńe la variabilit́e des ǵeoḿetries et
des forçages.

8.5 Dispersion Lagrangienne

A la place de l’approche Eulerienne utilisée jusqu’̀a pŕesent, il est fŕequent de faire appelà
une autre approche pour traı̂ter les probl̀emes de dispersion de traceurs. Il s’agit de méthodes
lagrangiennes qui ont, bien entendu, comme philosophie de suivre les parcours individuels de
particules de traceurs dans l’écoulement.

Si l’ écoulement est purement advectif, il suffit bien sûr d’intégrer les trajectoires de particules.
Par contre, si une diffusion est présente, il faut que les particules qui bougent avec le courant moyen
puissent aussi subir l’effet des fluctuations de vitesses responsables de la diffusion. Il s’agit donc
de trouver un moyen d’ajouter des fluctuations de vitesses, soit en exploitant une connaissance
approfondie de la physique de ces fluctuations, soit en cherchant une loi de fluctuation qui restitue
une loi de diffusion choisie dans le système Eulerien.

Nous allons, dans la suite, montrer quel est le lien entre lesméthodes Euĺeriennes et Lagrangi-
ennes.

8.5.1 Approche discr̀ete

L’exemple le plus connu d’un calcul de trajectoire dans un environnement avec fluctuations
erratiques n’est pas sans rappeler le mouvement Brownien ou du random walk.
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Dans un premier temps, nous pouvons analyser un cas uni-dimensionnel. Supposons qu’une
particuleà un moment donńe peut soit avancer d’un pas∆x avec une probabilité p, soit reculer
d’un pas∆x avec une probabilité 1 − p. Si on largue une particule de ce type enx = 0 et
si on lui laisse fairen pas, nous pouvons calculer la probabilité que la particule se trouve en
un point discretm∆x donńe, m étant un nombre entier positif ou négatif. En effet, au total, la
particule a effectúe n pas (m doit doncêtre compris entre−n et n), dont k vers lesx positifs
et par conśequent,n − k dans la direction ńegative. Si chaque pas est aléatoire et ind́ependant
des autres, la probabilité de fairek pas positifs n’est rien d’autre que la probabilité de tirerk
boules rouges, lors d’une série den tirages non exhaustifs, en dehors d’une population de boules
où le nombre de boules rougesR est líe au nombre de boules noiresN par p = R/(R + N).
L’ordre d’arrivée des boules rouges n’ayant pas d’importance (faire deux pas en avant, puis un
en arrìere équivautà faire un pas en avant, un en arrière et finalement, un en avant). Le calcul
de la probabilit́e d’obtenirk boules rouges est la probabilité d’obtenirk boules rouges etn − k
boules noires dans un ordre détermińe, multiplié par le nombre de possibilités d’ordre d’arriv́ees
diff érents. La probabilité d’obtenirk boules rouges etn−k boules noires dans un ordre détermińe
est simplement obtenue par le théor̀eme des probabilités compośees :pk(1 − p)(n−k). Le nombre
possible d’ordres d’arriv́ees diff́erents amenantk boules rouges est le nombre de permutations avec
réṕetitions den éléments ŕepartis en deux espèces dek etn − k éléments :Ck

n.
Dès lors, nous obtenons la probabilité de trouverk boules rouges parmi une série den tirages

exhaustifs, quel que soit l’ordre d’arrivée des boules

pn
k = Ck

npk(1 − p)n−k, (8.25)

ce qui constitue la loi binomiale. La probablité d’arriver en un pointx = m∆x donńe se calcule
alors facilement : pour arriver enm, il faut que lesk pas positifs se combinent avec lesn − k pas
négatifs pour amener le point enm∆x :

k∆x − (n − k)∆x = m∆x (8.26)

soit 2k = m + n. Ceci d́etermine la valeur dek et nous connaissons la probabilité d’occurrence
de cetévénement. Il faut noter que sim + n est un nombre impair, la probabilité est nulle, car on
ne peut arriver avec un nombre pair de pas totaux en un endroitde coordonńee discr̀ete impaire,
puisque l’on oblige la particule de bougerà chaque pas. Afin de contourner le fait quek ne serait
pas entier, nous pouvons calculer la probabilité que la particule se trouve au pointm ou m + 1.
Les deux́etant mutuellement exclusifs et la probabilité d’un des deux́etant nulle (selon quem+n
est pair ou impair), la probabilité d’avoir la particule enm oum + 1 est

pn
k = Ck

npk(1 − p)n−k, (8.27)

où k est le nombre entier défini par2k = m + n. (Bien ŝur, sim < −n ou m > n, la probabilit́e
est nulle).

En observant la forme de la fonction de distribution (figure8.4), nous pouvons remarquer que,
pournp(1− p) À 10, elle ressemble fortementà la courbe gaussienne. Dans ce cas, il est possible
de d́emontrer que

b
∑

k=a

Ck
npk(1 − p)n−k ∼ 1√

2π

∫
b+0.5−np√

np(1−p)

a−0.5−np√
np(1−p)

e−z2/2dz, (8.28)
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Figure 8.4 : Histogramme des positions discrètes obtenues après 100 it́erations d’unrandom walkdiscret
pour 100, 500 et 2500 particules.

de sorte que la probabilité P (m,n) d’avoir la particule enx = m∆x ou x = (m + 1)∆x apr̀esn
pas est

P (m,n) ∼ 1
√

np(1 − p)2π
e−z2/2, z =

k − np
√

np(1 − p)
, 2k = m + n. (8.29)

Si p = 1/2, nous avons alors

P (m,n) ∼
√

2√
nπ

e−z2/2, z =
m√
n

. (8.30)

Si nous identifionsn commeétant relíe au tempst = n∆t et m à l’espacex = m∆x, nous
retrouvons la solution d’une dispersion autour d’un rejet ponctuel en faisant d́ecrôıtre ∆x et ∆t,
avec des d́efinitions ad́equates pour leśechelles de temps et d’espace en fonction du coefficient de
dispersion (∆x2 ∼ κ∆t). Pour obtenir cette correspondance, il suffit d’imaginer que le rejet est un
rejet instantańe d’un grand nombre de particules. La concentration n’est alors rien d’autre que le
nombre total de particules multiplié par la probabilit́eP (m,n) divisé par∆x.

L’approche purement discrète pourrait aussîetre adapt́eeà une situation avec une advection,
mais nous pŕeférons passer̀a une repŕesentation continue des fluctuations.

8.5.2 Approche continue

Ici, l’id ée ǵeńerale est de faire subirà la particule un d́eplacement qui est la superposition d’une
advection d́eterministe et d’une fluctuation erratique

dx = adt + bξ(t)dt, (8.31)

où ξ(t) est une fonction aléatoire. Cela signifie que pourt 6= t′, ξ(t) et ξ(t′) sont statistiquement
indépendants. Sans nuireà la ǵeńeralit́e, on peut supposer que la moyenne〈ξ〉 est nulle. Dans le
cas òu cela ne serait pas le cas, il suffirait d’inclure cette moyenne dans la d́efinition dea.

La fonction aĺeatoireξ(t) poss̀ede une autocorrélation nulle pour toutt 6= t′ et une variance
infinie

〈ξ(t)ξ(t′)〉 = δ(t − t′). (8.32)

On associèa cette fonctionξ la notion de bruit blanc. En effet, le spectre de sa transformée de
Fourier est plat, ce qui correspondà une lumìere blanche dans le spectre des ondes visibles. Un
bruit blanc parfait n’existe, bien entendu, pas en réalit́e, mais sera une schématisation utile pour
les d́eveloppements mathématiques. En pratique, tout bruit dont le spectre est suffissamment plat
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Figure 8.5 : Illustration du processus de Wiener. 4 trajectoiresxi(t) géńerées par un bruit blanc et〈(xi(t)−
xj(t))

2〉 pour 10 et 100 particules.

dans la fen̂etre spectrale qui d́efinit le processus que l’ońetudie peut̂etre consid́eŕe comme un bruit
blanc.

Un spectre plat infini indiquéegalement (par le th́eor̀eme de Parseval) que la fonctionξ(t)
poss̀ede une variance infinie, propriét́e qui pourrait poser problème dans le cadre du calcul différentiel
ordinaire. Afin de pouvoir trâıter le probl̀eme, il faut ŕealiser que l’important est le déplacementx

x(t) = x(t0) +

∫ t

t0

adt +

∫ t

t0

bξ(t′)dt′. (8.33)

Il est alors int́eressant de d́efinir

W (t) =

∫ t

t0

ξ(t′)dt′. (8.34)

W (t) n’est rien d’autre que la fonction qui permet de calculer unrandom walken une dimension.
Cette fonction áet́e étudíee en d́etail par Wiener et porte son nom.

Bien queW (t) ne soit pas diff́erenciable, nous pouvons formellementécrire

dW (t) ≡ W (t) − W (t − dt) = ξ(t)dt (8.35)

en l’interpŕetant comme l’int́egrale diff́erentielle deξ.
Une ŕealisation de trajectoires (figure8.5) permet de constater que les trajectoires sont effec-

tivement erratiques et que la distance entre les trajectoires crôıt comme
√

t.
dW poss̀ede les propríet́es statistiques suivantes [?] résultant de l’ind́ependance statistique de

W (t) etW (t + ∆t).

〈dW (t)〉 = 0, (8.36)

2

∫ t

t0

W (t′)dW (t′) = W (t)2 − W (t0)
2 − (t − t0) (8.37)

〈

2

∫ t

t0

W (t′)dW (t′)

〉

= 〈W (t)2〉 − 〈W (t0)
2〉 − (t − t0) (8.38)
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〈dW (t)2〉 = dt. (8.39)

Ceci peut bien ŝur être interpŕet́e à la lumìere du mouvement brownien où deux ŕealisations de
trajectoires aĺeatoires voient la distance entre les deux particules augmenter comme

√
t − t0.

On peut donćecrire

∫ t

t0

bξ(t′)dt′ =

∫ t

t0

b dW (8.40)

Si les a et b sont des fonctions dex, t, alors on obtient deśequations diff́erentielles dites
” équations diff́erentielles stochastiques de Ito”.

Leur manipulation math́ematique doit se faire avec précaution.
En effet, sif(x) est une fonction qui d́epend dex, où x satisfait

dx = a[x(t), t]dt + b[x(t), t]dW (t), (8.41)

alors
df [x(t)] =f [x(t) + dx(t)] − f [x(t)]

=dx(t)
df

dx
+

1

2
(dx(t))2 d2f

dx2
+ O(d3)

=(adt + bdW )
df

dx
+

1

2
b2(dW )2 d2f

dx2
+ O(d3)

(8.42)

df =

(

a
df

dx
+

1

2
b2 d2f

dx2

)

dt + b
df

dx
dW (t). (8.43)

Pour l’obtenir, nous avons dû garder les termes quadratiques pour maintenir les fluctuations en
(dW (t))2 = dt.

Cetteéquation nous permet de déterminer l’́evolution de la moyenne stochastique def

〈

df

dt

〉

=
d〈f〉
dt

=

〈

a
df

dx
+

1

2
b2 d2f

dx2

〉

, (8.44)

puisque la moyenne des fluctuations stochastiquesdW est nulle.
A ce stade, nous devonsêtre attentifs̀a la densit́e de probabilit́e p(x, t|x0, t0), qui donne la

probabilit́e que la particule lâch́ee enx = x0 en t = t0 se trouve entrex et x + dx en t. Dans ce
cas, pour une fonctionf(x) qui dépend de la positionx de la particule, on peut calculer la valeur la
plus probable en un instantt donńe (ou la valeur moyenne pour un grand nombre de réalisations)

〈f〉 =

∫

p(x, t|x0, t0)f(x)dx. (8.45)

Ainsi, nous avons aussi
〈

df

dt

〉

=

∫

∂p(x, t|x0, t0)

∂t
f(x)dx, (8.46)

que nous pouvons transformerà l’aide de (8.44) en

∫

∂p(x, t|x0, t0)

∂t
f(x)dx =

∫
(

a
df

dx
+

1

2
b2 d2f

dx2

)

p(x, t|x0, t0)dx. (8.47)
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Par une int́egration par parties et en utilisant des conditions aux limites ad́equates qui annulent les
termes de surface [?], on obtient

∫

∂p(x, t|x0, t0)

∂t
f(x)dx =

∫

f(x)

(

−∂ap(x, t|x0, t0)

∂x
+

1

2

∂2b2p(x, t|x0, t0)

∂x2

)

dx. (8.48)

Puisque la fonctionf est quelconque, nous obtenons l’équation d’́evolution pour la fonction de
densit́e de probabilit́ep

∂p(x, t|x0, t0)

∂t
= −∂ap(x, t|x0, t0)

∂x
+

1

2

∂2b2p(x, t|x0, t0)

∂x2
. (8.49)

Cetteéquation est connue sous le nom d’équation de Fokker-Planck. Elle permet donc de
calculer la densit́e de probabilit́ep(x, t|x0, t0) qui donne la probabilit́ep(x, t|x0, t0)dx qu’une par-
ticule lâch́ee enx0 à l’instantt0 et dont la trajectoire est régie par (8.31) se trouve entrex etx+dx
à l’instantt.

Nous sommes,̀a pŕesent, en mesure de faire le lien avec l’advection-diffusion euĺerienne. En
effet, si nous imaginons un rejet d’un grand nombreN de particules ŕegies par (8.31), ces particules
auront une distributionNp(x, t|x0, t0). Si nous voulons que cette distribution corresponde au
résultat d’une advection-diffusion, il faudrait que cette distribution correspondèa la concentration
d’un traceur rejet́e enx0, t0 et advect́e-diffuśe par l’́equation

∂c

∂t
= − ∂

∂x
(uc) +

∂

∂x

(

κ
∂c

∂x

)

. (8.50)

Il s’ensuit que nous avons uneéquivalence si

a = u +
∂κ

∂x
,

b =
√

2κ.
(8.51)

Notons qu’une interprétation trop superficielle de (8.31) aurait pu suggérer quea serait la
vitesse d’advection et queb soit lié à l’intensit́e de la diffusion. Nous voyons̀a pŕesent quea
contient une contribution liée aux variations du coefficient de diffusionκ. Cela revient̀a dire que
si on avait utiliśe (8.31) aveca = u, on aurait simuĺe unécoulement dont la vitesse effective serait
u− ∂κ/∂x. Cette vitesse effective aurait alors tendanceà concentrer les particules aux endroits de
faible diffusion. Ceci peut̂etre observ́e dans des modèles nuḿeriques lagrangiens dans lequels on
ne tient pas compte de la correction en∂κ/∂x.

La fonction de Green (8.17) du problème euĺerien continu n’est donc rien d’autre que la fonc-
tion de distribution de probabilité.

Notons que la ǵeńeralisatioǹa plusieurs dimensions s’écrit [?]

dx = a(x, t)dt + B · dW(t),

a = u + ∇· (K) ,

BB
T = 2K.

(8.52)

Finalement, on pourrait géńeraliser l’approche lagrangienneà des situations òu les fluctuations
ne sont pas complètement d́ecorŕelées. Pour illustrer cette possibilité, nous pouvonśecrire

dx

dt
= v, (8.53)
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m
dv

dt
= −β(v − a) + βbξ(t). (8.54)

Pourm = 0, nous retrouvons (8.31). Par contre, le paramètrem ajoute de l’inertie au système
et fait en sorte que les fluctuationsv − a seront corŕelées dans le temps. Le termeβ(v − a) peut
être interpŕet́e comme un terme de friction qui s’opposeà ce qu’une particule glisse par rapport au
courant non-stochastiquea. Il est clair que le temps de corrélation (ou de relaxation) introduit de
la sorte estτ = mβ−1.

En pratique, on utilise l’approche présent́ee pour d́evelopper des modèles discrets Lagrangiens
que nous allons esquisser dans la suite.

8.5.3 Discŕetisation

Dans les mod̀eles nuḿeriques, on voudrait bien entendu remplacer les différentielles par des
diff érences finies

x(t + ∆t) = x(t) +

∫ t+∆t

t

a[x(t′), t′]dt′ +

∫ t+∆t

t

b dW. (8.55)

Si l’on suppose queb ne varie pas de façon significative entret et t + ∆t ainsi qu’entrex et
x(t + ∆t), on peut approximer le dernier terme par

∫ t+∆t

t

b dW = b[x(t), t](W (t + ∆t) − W (t)). (8.56)

Il suffit donc de savoir comment se comporte la fonction de Wiener qui est l’int́egrale du bruit
blanc. Etant donńe quedW est une fonction aléatoire de distribution gaussienne d’écart type

√
dt,

l’int égrale peut̂etre approxiḿee par

∫ t+∆t

t

b dW = b[x(t), t]
√

∆t r, (8.57)

où r est une variable aléatoire de distribution gaussienne de moyenne nulle et d’écart type unitaire.
Si ∆t est suffisamment petit par rapport au temps caractéristique de la solution cherchée, on

peut remplacer l’utilisation de la distribution gaussienne en faisant appel au théor̀eme de la limite
centrale.

Théor̀eme de la limite centrale : Si on considère une variable aléatoireX qui est la somme de
nombreuses variables aléatoiresXi indépendantes5 mais de distribution quelconque de moyenne
nulle et d’́ecart typeσi, alors la distribution de la variable aléatoireX est gaussienne de moyenne
nulle et varianceσ2 =

∑

i σ
2
i , de sorte que la sommeσ−1 (

∑

i Xi) poss̀ede une distribution gaussi-
enne d’́ecart type unitaire.

Cela veut dire que, si le pas de temps est suffisamment petit pour que l’on effectue un grand
nombre de pas pour suivre un signal temporel donné, la fonction aĺeatoire utiliśee pour bouger les
particules importe peu, pourvu que sa moyenne soit zéro et que sońecart type soit

√

(∆t), car dans
ce cas, la combinaison den pasélémentaires (non-gaussiens) correspondraà un pas de distribution
gaussienne d’écart type

√

(n∆t).

5Cette condition est en fait trop restrictive; il suffit en principe que la corŕelation entreXi et Xj décroisse suff-
isamment rapidement quand|i − j| → ∞.
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Autrement dit, la partie aléatoire du mouvement doit se faire sur une distance de
√

2κ∆t r si le
nombre aĺeatoirer poss̀ede une distribution d’écart-type unitaire et de moyenne nulle.

Si le pas de temps devient plus grand, il faut que∆W correspondèa une distribution gaussi-
enne et il faudrait bouger les points de

√
2κ∆t r, où le nombre aĺeatoirer est distribúe selon une

gaussienne de moyenne nulle et d’écart type unitaire.
En pratique, le pas de temps estégalement limit́e par le fait qu’il faut aussi calculer le déplacement

par le courant d́eterministe. Si celui-ci est variable et donné sur une grille discrète d’espacement
∆x, l’approximation nuḿerique de l’int́egrale

∫ t+∆t

t

u[x(t′), t′]dt′ (8.58)

demande ǵeńeralement que le pas de temps satisfasse∆x > U∆t, sinon il faut utiliser des
méthodes d’int́egration pluśevolúees6 que les int́egrations du type Euler.

La simulation de rejets variables pourrait donc se faire en injectant un nombre de particules
par unit́e de temps∆t proportionnelà la concentration. Ceci peut, en pratique, donner lieuà
un grand nombre de particulesà traiter et rendre difficile la prise en compte de termes de mor-
talité/radioactivit́e. En effet, en principe, il faudrait faire disparaı̂tre des particules aléatoirement,
avec une fonction aléatoire qui refl̀ete bien ŝur leur temps de d́ecroissance. Une façon plus directe
consistèa assigner une masseà chaque particule età diminuer la masse du traceur en fonction de
la loi du terme source. En m̂eme temps, on peut rendre compte d’un rejet variable en modifiant la
masse des particules injectées.

Au cas òu l’on souhaite analyser les champs de concentrations sur une grille Euĺerienne, on
peut toujours calculer la concentration commeétant le nombre de particules comprises dans un
intervalle spatial donńe. Si des masses ontét́e assocíees aux particules, on fera, bien entendu, une
somme pond́eŕee par ces masses.

Les différentes techniques peuventêtre combińees (masses variables, nombre de particules
inject́ees, type de fonctions aléatoires) selon les nécessit́es de l’́etude.

Pour des besoins pratiques, nous citons quelques formules utiles pour l’utilisation dans des
programmes informatiques de calcul de dispersion :

Quelques densit́es de probabilit́e

Les distributions sont d’écart typeσ et de moyenneµ :

Distribution gaussienne

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 (8.59)

Distribution uniforme pour a ≤ x ≤ b

f(x) =
1

b − a
, µ = (a + b)/2, σ =

(b − a)

2
√

3
(8.60)

si la moyenneµ et l’écart type sont fix́es, alors on d́eterminea etb para = µ−σ
√

3, b = µ+σ
√

3.

6A ce moment, il faut̂etre conscient du coût de cette approche euégard au grand nombre de particules géńeralement
transport́ees.
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Si l’on dispose d’un ǵeńerateur de nombres aléatoires uniforḿement distribúes sur[0, 1], on
peut ǵeńerer une śerie de nombres aléatoires distribúes selon les lois préćedentes par les opérations
suivantes.

Pour obtenir une distribution uniforme par la variable aléatoireR sur[a, b] à partir de la variable
aléatoirer distribúee uniforḿement sur[0, 1], on d́efinit R = a + (b − a)r.

Pour obtenir une distribution gaussienneà partir de la variable aléatoirer, il suffit en principe de
trouver la fonction inverse de la courbe cumulative. En pratique, pour la gaussienne, cette fonction
ne poss̀ede pas d’expression simple et au lieu de recourirà des fonctions nuḿeriques approxima-
tives, on peut ǵeńerer des nombres aléatoires ayant une distribution gaussienne en exploitant le fait
que certaines combinaisons non-linéaires de variables aléatoires de distribution uniformes donnent
lieu à de nouvelles variables aléatoires de distribution gaussienne [?]. Ainsi, si u1 et u2 sont deux
variables aĺeatoires distribúees uniforḿement sur[0, 1], alors les deux variables aléatoiresX1 et
X2 définies par

X1 =
√

−2 ln u1 cos 2πu2, X2 =
√

−2 ln u1 sin 2πu2, (8.61)

ont une distribution gaussienne de moyenne nulle et d’écart type unitaire.

Exercices

Traceurs définis positifs

Démontrer que, pour un traceur dont l’évolution est ŕegie par (??) sans source, dans un domaine
fermé, la concentration du traceur ne dépasse, en aucun point, la valeur maximale initiale trouvée
dans tout le domaine, si le tenseur de diffusion est défini positif.
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Calibration

Validation

Data 1

Data 2

-

-

?

?

?

Figure 9.1 : Procédure classique de calibration-validation. Une première śerie de donńees permet
d’ajuster les paràetres afin de repŕesenter au mieux ces données. Ensuite, le modèle obtenu
est utiliśe dans une autre configuration avec un deuxième jeu de donńees. Si le mod̀ele repro-
duit aussi bien cette autre série de donńees, ind́epdentante de la première, on consid̀ere que le
mod̀ele est calibŕe

Quand les premiers modèles ontét́e utilisés et de nouveaux développement incorporés, il est
apparu tr̀es rapidement la ńecessit́e de pouvoir appréhender l’effet des changements introduits.
Il fallut en effet pouvoir v́erifier si un changement de paramétrisation par exemple affecte (et
améliore) de façon significative les prévisions. Au d́ebut de la mod́elisation, cette estimatiońetait
subjective (on donnait au ḿet́eorlogistes des cartes de prévisionétablis par plusieurs ḿethodes et
leur demandait laquelle cadrait le mieux).

9.1 Calibration

[?]

9.2 Validation

Vérification:éthimologiquement,
souvent:
déterminer si le code produit des résultats en accord avec les spécifications du mod̀ele [?]
”test du code de calcul (”bug free”) [?]”. Sens tr̀es restrictif, car il ne teste que si le code de

calul est comformèa l’algorithme choisi pour ŕesoudre le problème math́ematique. Mais m̂eme
GESAMP devient plus flou ensuite, en parlant de la vérification du fait que la ḿethode nuḿerique
donne une suffisemment bonne représentation de la solution analytique. Evidemment, les deuxas-
pects de cette v́erification sont ind́ependants (on peut avoir un code de calcul correct d’un mauvais
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sch́ema nuḿrique, tout comme un code ”buggé” d’un excellent sch́ema nuḿerique). Comparer les
résultats du mod̀eleà une solution analytique est bien un test utile, mais il est difficile de distinguer
des erreurs de codage des effets d’un mauvais schéma nuḿerique.

Test de symḿetrie et de cas d́eǵeńeŕes (òu n’importe quel sch́ema nuḿerique devrait fournir
une solution exacte) permettent de détecter certaines erreurs de programmation

Il conviendrait donc de sṕecifier quand on parle de vérification s’il s’agit d’un test du code ou
de l’algorithme.

Dans le sens de vérification de la conformit́e du mod̀ele nuḿerique au mod̀ele math́ematique,
rien ne permet de dire que la modèle repŕesente correctement la réalit́e.

On pourrait m̂eme imaginer des situations où un mod̀ele nuḿerique serait une meilleure représentation
de la ŕealit́e que le mod̀ele math́ematique. Cependant, les spécifications des mod̀eles étant le
plus souvent donńees sous forme d’équations math́ematiques, on doit pouvoir attendre du modèle
numérique qu’il repŕesent bien la formulation mathématique servant de base de discussion, autrement
on devrait donner les spécification des mod̀eles sous la forme de la déscription de leur algorithme
numérique.

Force est de constater qu’en pratique, les modèles sont pŕesent́es avec la description de leur
forme math́ematique et nuḿerique, surtout si le modèle math́ematique est relativement courant
(équations primitives) et que ce sont les aspects numériques qui font la sṕecificié du mod̀ele.

9.3 Etudes de sensitivit́e

(possibilit́e de Factor separation)
On mod̀ele pour lequel on n’a pas effectué d’étude de sensitivité ne devrait paŝetre consid́eŕe

comme valid́e.
Il faudrait également utiliser l’́etude de sensitivité pour quantifier la calibration. En effet, cali-

brer un param̀etre extr̂emement sensible relève plus du ”tuning” si la valeur du paramêtre doitêtre
adapt́e à chaque situatioǹa nouveau. Si tel est le cas, le modèle n’est pas ”transportable” car pour
une valeur du param̀etre choisi, seulement des situations bien spécifiques sont bien modélisés.

9.4 Autres concepts líesà la fiabilit é d’un modèle

9.4.1 Contrôle de qualit́e

essentiellement au niveau des bases de données utiliśees pour le mod̀ele. Egalement au niveau
des v́erfication de solutions analytiques [?]

9.4.2 Benchmarking

9.4.3 Transportabilité

On consìere un mod̀ele comme transportable, s’il aét́e valid́e dans un large spectre de condi-
tions et que l’on peut l’appliquer sans ajustement de paramètres dans un grand́eventail de situa-
tions.

Ainsi, un mod̀ele 3D d’́ecoulements turbulents en conduite sera plus transportable qu’un mod̀ele
0D d’un syst̀eme marin biologique particulier.
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9.4.4 Robustesse

[?] comportement correct du modèle sous des conditions extrêmes

9.4.5 SKILL

SKILL demande une analyse correcte de données et une base de données ad́equate pour le
SKILL défini demande une mesure quantitative demande la définition d’une borne en deca de
laquelle la prediction du modele est considere comme inutile !
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Avant d’entamer la comparaison des modèles, il est utile de faire le point sur les outils d’analyse
des ŕesultats de mod̀eles. En effet, la majorité des mod̀eles produisent une quantité énorme de
résultats, qu’il convient de synthétiser afin de pouvoir les comprendre.

Le design d’une śequence est ǵeńeralement plus facile quand on veut tester une hypothèse...
Lors de l’́etablissement d’une expérience nuḿerique, il faut d́ejà anticiper les analyses ultérieures

que l’on sera ameńe à faire. En effet, on ne peut géńeralement stocker tout l’historique de la simu-
lation, de sorte que certains diagnostiques doiventêtre pŕevus et inclues dans la simulation même.
Ceci demandéegalement une planification des séquences de simulations et de leur analyse compar-
ative. Il peut aussîetre judicieux de pŕevoir des diagnostiques permanents, permettant de détecter
des probl̀emes lors de la simulation et la caséch́eant un arr̂et. On peut aussíeviter des simulations
inutiles dues̀a des erreurs d’impĺmentation incorrectes en simulant un bref laps de temps seule-
ment apr̀es un changement. Si l’analyse qui s’en suit est cohérent avec la changement, on peut
proćederà la simulation complète, autrement on corrige l’erreur sans avoir perdu trop de temps.

Nous allonsà pŕesent mentionner quelques outils permettant ces analyses et diagnostiques.
Pour un list plus exhaustive des possibilités d’analyse, il peut̂etre intructif de se reférer aux
méthodes utiliśees lors de l’analyse de données de terrain EMER97 En effet, les modlèles sont
senśes repŕesenter le système ŕeel, quoi donc de plus normal que d’analyser leurs résultats par les
mêmes ḿethodes que les données prises dans un système ŕeel?

9.5 Graphiques

Idéalement, afin de faciliter le portage des outils d’analyse,il faudrait choisir des logiciels
disponiblesà frais ŕeduits sur un maximum de plateformes et systèmes d’exploitation. M̂eme
si de nombreux logiciels de représentation de ce typesont disponibles, encore faut il savoir que
repŕesenter. 1D 2D 3D, histogrammes

9.6 Quantités int́egrales

Contenu de chaleur, de sel ou tout autre variable d’état

9.7 Param̀etres statistiques

Mean, standart deviations, Gaussian distribution fit spectres, regressions

9.8 Analyses de śeries de donńees

Correlation, Fourrier, Spectral, Wavelet, Filtres [?]
TAMH00 méthodes statistiques classiques
prédiction statistiques [?]
Test sur des trends: Spearman: Numerical Recipes
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9.9 Coupes et projections

A coté des coupes classiques dans l’espace, les diagrammes de Hoevmueller sont particulìerement
utiles pour d́etecter une propagation d’un signal dans une direction donnée. En effet, en traçant des
courbes de niveau d’une variable dans un espace(x, t), on identifie imḿediatement les signaux qui
se propagent, et par la pente des isolignes, leur vitesse de propagation dans la directionx. Dans un
espacèa plusieurs dimensions spatiales, il faut bien entendu choisir la directionx astucieusement.

COPIER le diagramme du travail upwelling et Mer Noire.
, vorticité potentielle sur isopycnes etc

9.10 Overturning streamfunction

9.11 Echanges d’́energie

9.12 Analyses TS

plus ǵeńeral: cluster analysis HAIR98

9.13 EOF

9.13.1 SVD

Supposons que l’on souhaite résoudre le système lińeaire suivant

Ax = b (9.1)

mais contrairement au problème lińeaire classique,A est de dimensionm × n (on dira que la
matrice appartient̀a l’enssemble des matrices deCm

n ). Le vecteur inconnux est de dimension
n× 1 mais nous avonsm équations. Le système est donc sousdétermińe sim < n. Pourm = n le
probl̀eme admet la solutionx = A

-1
b si le d́eterminant deA n’est pas nul. Sim > n le probl̀eme

est surd́etermińe et n’admet pas de solution exacte, sauf si lesm − n équations supplémentaires
sont des combinaisons linéaires desn autres (syst̀eme compatible). Nous constatons, que selon la
taille de la matriceA et sa structure, la solution formelle change, ce qui demandera une discussion
détaillée à chaque nouveau problème. Ceci posera d’autant plus de problèmes qu’en ŕealit́e, la
matriceA n’est pas connue parfaitement. Ainsi, par exemple, des erreurs sur les donńees pourraient
faire passer un problème math́etamatiquement singulierà un probl̀emeà solution unique.

Pour cette raison, nous introduisons la notion de décomposition en valeurs singulières, car
comme nous allons le voir, cela permet de résoudre un système sous- ou surdétermińe par un
même processus. A cette fin, nous commencons par une formulation d’un probl̀eme aux valeurs
propres. Le problèmeAx = ρx n’est bien entendu pas bien posé sim 6= n. Par contre le problème
aux valeurs propres suivant est toutà fait licite :

Bx = ρx (9.2)
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où nous avons construit1 la matrice carŕeeB de dimensionm + n :

B ≡
(

0 A

A
? 0

)

(9.4)

On constate que la matriceB est hermitienneB? = B, de sorte que lesn + m valeurs propres
ρi sont toutes ŕeelles et que les vecteurs propres sont orthogonaux. Etant donńe la structure parti-
culière deB, nous pouvons expliciter la structure des valeurs et vecteurs propres. En effet, nous
pouvonśecrire le probl̀eme aux valeurs propres comme suit :

(

0 A

A
? 0

)(

u

v

)

= ρ

(

u

v

)

(9.5)

de sorte nous obtenons le système suivant :

Av = ρu (9.6)

A
?
u = ρv (9.7)

le premier syst̀emeétant de dimensionm (commeu) et le second de dimensionn (commev). Nous
pouvons en tirer facilement

AA
?
u = ρ2

u, (9.8)

A
?
Av = ρ2

v. (9.9)

applinApplication lińeaire, noyau (kernel), et image
Chacun des ces deux systèmes constitue un problème aux valeurs propres classiques pour une

matrice hermitienne semi-définie positive2 de sorte que nous obtenons bien des valeurs propresρ2

non-ńegatives et des valeursρ réelles.
Nous pouvons donc calculer une série de valeurs proprosρi que nous pouvons choisir comme

les racines non-ńegatives deρ2
i . En effet, le choix du signe opposé, en vue des relations (9.7) et

(9.6) ne fournirait pas de vecteurs propres indépendants, mais seulement changés de signe. Nous
pouvons donc choisir lesρi non-ńegatifs et les classer dans l’ordre décroissant. Ces valeurs sont
alors appeĺees valeur singulières de la matriceA.

Or, puisque les deux́equations (9.9) et (9.8) sont simultanément satisfaites pour une valeur
propreρ donńee, la solution de n’importe lequel des deux sera suffisante;si nous calculons les
m vecteurs propres et valeurs propresu et ρ2 en ŕesolvant (9.8), on pourra calculerv en utilisant
(9.7). Si au contraire, on calcule lesn vecteurs propres et valeurs propresv et ρ2 en ŕesolvant
(9.9), nous pourrons déduireu de (9.6). Cependant,étant donńe la dimension diff́erente des deux
probl̀emes (9.9) et (9.8), la seule façon de concilier cela avec lefait que lesρ doivent satisfaire les
deux syst̀emes est d’avoirρi = 0, i > r = min(m,n).

1 On peutégalement faire le d́eveloppement avec la définition suivante :

B ≡
(

0 A
?

A 0

)

. (9.3)

2 On vérifie sans peine que les matriceAA
? etA?

A sont semi-d́efinies positives en calculant par exemple la forme
quadratique classiqueu?AA

?
u = z?z = ‖z‖2 ≥ 0 avecz ≡ A

?
u.
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Cela montre donc qu’il suffit de résoudre le système d’́equations dont la taille est la plus faible.
Si m ≤ n, on calcule donc lesm valeurs propres et vecteurs propres par (9.6). Si nous avons

obtenusk valeurs propres non-nulles (k ≤ m), on obtiendrak vecteurs propresv par (9.7). Les
autresn − k vecteurs propresvi ne peuvent pluŝetre obtenus de cette façon puisque les valeurs
propres correspondantes sont nulles. On peut les obtenir par la méthode de Gram-Schmidt. En vue
de (9.6) nous constatons qu’ils font partie du noyau deA.

Avi = 0, i = k + 1, ..., n (9.10)

alors que pour lesk valeurs propres non nulles nous avons

Avi 6= 0, i = 1, ..., k (9.11)

Par (9.7), nous constatonségalement que sik < m, lesm − k vecteurs propresui correspondants
aux valeurs propres nullesi = k + 1, ...,m font partie du noyau de l’application linéaire adjointe
et satisfont

A
?
ui = 0, i = k + 1, ...,m, (9.12)

alors que lesk vecteurs propres correspondants auxk valeurs propres non-nuls,i = 1, ..., k sont
tels que

A
?
ui 6= 0, i = 1, ..., k (9.13)

Pourm > n, on inverse simplement le rôle deu et v.
Comme les problèmes aux valeurs propres (9.8) et (9.9) sont des problèmes aux valeurs propres

de matrices hermitiennes, nous savons que nous avons une base orthonorḿee de vecteurs propres
qui ont ici la particularit́e de contenir un ensemble de vecteurs propres pouvant servirde base pour
le balayage du noyau deA etA?.

A présent, nous pouvons reprende le problème initial,à savoir la ŕesolution du système:

Ax = b. (9.14)

Si m > n nous pourrions avoir un système incompatible. Nouśetudierons donc la résolution de

Ax = b + r, (9.15)

où nous permettons un résidur. Nous pouvons alors développer les vecteurs qui interviennent
comme suit:

x =
n

∑

i=1

αivi, b =
m

∑

i=1

βiui, r =
m

∑

i=1

γiui, (9.16)

où nous connaissonsb et par conśequentβi = u?
i b. En utilisant (9.6) on obtient

Ax =
k

∑

i=1

αiρiui = b + r =
m

∑

i=1

βiui +
m

∑

i=1

γiui, (9.17)

ce qui par projection se réduità

αiρi = u
?
i b + γi, i = 1, ...,m (9.18)
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avec bien entenduρi = 0, i = k + 1, ...m. Rien ne nous empêche de minimiser le résidu en
choisissantγi = 0, i = 1, ..., k, car dans ce cas on détermineαi = u?

i bρ−1
i sans probl̀eme3. Par

contre, pouri = k + 1, ...,m, nous ne pouvons plus déterminerαi et avons un ŕesidu donńe par
γi = −u?

i b, i = k + 1, ...,m. Nous avons donc une solution partiellement indétermińee

x =
k

∑

i=1

u?
i b

ρi

vi +
n

∑

i=k+1

αivi (9.19)

avec un ŕesidur que l’on a minimiśe :

r = −
m

∑

i=k+1

u
?
i bui (9.20)

Nous constatons que le résidu peut-̂etre nul si la condition de compatibilité γi = 0, i =
k + 1, ...,m est satisfaite. D’autre part, la solutionx contient une composante lié au noyau deA.
Aucune information n’est accessible par leséquations sur cette partie. Le choixαi = 0, i =
k + 1, ..., n constitue le choix d’une solution de norme minimale pour un résidu minimal et nous
obtenons la solution appellée SVD (Singular Value Decomposition).

Nous pouvons ŕeecrire la solution sous forme matricielle en construisantdeux matrices carrées:
U de dimensionm × m est donńe parU =

(

u1 u2 u3 ... um

)

et V de dimensionn × n par
V =

(

v1 v2 v3 ... vn

)

. De m̂eme, nous construisons une matrice rectangulaireD de dimension
m × n de sorte que(D)ii = ρi, i = 1, ...k, les autreśelémentśetants nuls. Il s’agit d’une simple
géńeralisation de matrices diagonales.

Dans ce cas, il est aisé d’écrire les relations d’orthonormalité U
?
U = UU

? = 1lm et V
?
V =

VV
? = 1ln rappellant que les inverse de matrices unitaires sont leursadjointes. Mais nous avons

(9.6), (9.7),(9.8), (9.9) qui peuvent se réecrire en

A
?
U = VD

T (9.21)

AV = UD (9.22)

AA
?
U = UDD

T (9.23)

A
?
AV = VD

T
D (9.24)

D’où nous tirons la diagonalisation suivante

U
?
AV = D, (9.25)

ou la d́ecomposition en valeurs singulières

A = UDV
?. (9.26)

Notons que les valeurs singulières sont lesρi et donc les racines carrées des valeurs propres
des matricesAA

? etA?
A par (9.8) et

Nous pouvons aussi calculer la pseudo-inverseA
−1 deA. La pseudo-inverse est de dimension

n × m et satisfait

AA
−1
A = A, A

−1
AA

−1 = A
−1,

(

AA
−1)?

= AA
−1,

(

A
−1
A
)?

= A
−1
A (9.27)

3En pratique, si les valeurs propres deviennent très faibles, cela veut dire que leséquations ne sont pas suffisamment
riches pour d́eterminer les vecteurs propres correspondants de façon suffisamment pŕecise. Dans ce cas, on peut
consid́erer qu’ils font partie du noyau et ainsi oublier l’information contenue dans leséquations.
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Pour une matrice diagonale géńeraliśeeD, la matrice pseudo-inverse s’obtient aisément

(

D
−1)

ii
=

1

(D)ii

, , i = 1, ..., k (9.28)

les autreśelémentśetants nuls. De la on verifie que

A
−1 = VD

−1
U

?. (9.29)

Ainsi, la solution du système lińeaire

Ax = b (9.30)

parA−1
b ne fournit rien d’autre que la solution de norme minimale et de ŕesidu minimal que nous

avons d́ejà analyśee.
La résolution d’un sys̀eme par la pseudo-inverse donnera donc lieuà une solution dans le sens

des moindres carrés pour un système surd́etermińe non compatible,̀a la solution classique pour une
syst̀eme lińeaire classique non singulier, età une solution de norme euclidienne minimale pour le
cas d’un syst̀eme sousd́etermińe ou singulier. L’analyse des valeurs singulières indiquéegalement
dans quel cas l’on se trouve.

9.13.2 Analyse de signaux

LA REFERENCE??[?]
Nous pouvons considérer que tout mod̀ele nous fournit une série de nombres (m) à chaque

instant, cette śerie de nombres pouvantêtre le vecteur d’́etat proprement dit du système, un sous-
ensemble ou une grandeur utile pour les diagnostiques:x(t). De par sa nature discrète, nous
aurons plut̂ot une serie de vecteursxi à des moment́equidistantsti = t0 + i∆T , ∆T−1 étant donc
la fréquence d’́echantillonage du modèle. On effectueran échantillonnages sur la duréen∆T de
la simulation. Pour un modèle 3D de haute résolution,n est ǵeńeralement beaucoup plus petit que
m.

On peut se demander si l’on peut décomposer le signal dans une base orthonorméeui partic-
ulière afin de représenter la variabilit́e de façon efficace (en alignant les vecteurs de la base dans
les directions priviĺegíes de la variabilit́e):

x(t) =
m

∑

j=1

γ(j)(t)uj (9.31)

soit en variables discrètes

xi ≡ x(ti) =
m

∑

j=1

γ(j)(ti)uj. (9.32)

Bien entendu, si l’on connait la base orthornormée, le calcul deγ(j)(ti) est imḿediat par les rela-
tions d’orthonormalit́e :

γ(j)(ti) = uj
?
xi. (9.33)

Notre objectifétant d’analyser la variabilité, nous pouvons supposer que le vecteur d’étatx est une
déviation par rapport̀a une moyenne. Ici cela signifie que

∑n
i=1 xi = 0.
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Nous aurions un vecteur de baseu bien choisi, si en moyenne sur le temps considéŕe, il s’aligne
bien selon un axe de variations temporelles cohérentes dans l’espace. Nous cherchons donc des
vecteurs de base qui maximisent4

1

n

n
∑

i=1

‖u?
xi‖2 (9.36)

sous la contrainteu?u = 1. En d́efinissant une matriceX ∈ Cm
n :

X =
(

x1, x2, ..., xn

)

, (9.37)

la recherche de ce maximum peut se faire sous forme variationelle avec un multiplicateur de La-
grangenλ pour la contrainte de normalisation :

δu
[

‖u?
X‖2 − nλ (u?

u − 1)
]

= 0. (9.38)

On d́efinit alors une matrice carréeC hermitienne de dimensionm × m :

C ≡ 1

n
XX

? =
1

n

n
∑

i=1

xixi
?, (9.39)

que l’on interpr̀ete comme une matrice de covariance spatiale que l’on a obtenue en remplaçant la
moyenne statistique par une moyenne temporelle sur la série de donńees disponibles5. Dans ce cas
leséquations d’Euler Lagrange du principe variationnel sont

Cu = λu, (9.42)

4 Une ǵeneralisation avec des poids différents sur les points en fonction de la précision est envisageable:

n
∑

i=1

‖u?
Wixi

2 (9.34)

où W est une matrice de poidsm × m. En d́efinissant une nouvelle série

zi = Wixi (9.35)

on retombe sur le d́eveloppement classique. Le poids peutêtre fonction de la surface représentative par la donnée (si
(Wi)kl = δkl

√

AkĀ−1, avecAk la surface associé au point de donńeesk et Ā leur moyenne sur toute le domaine,
on calcule la moyenne par une intégrale plut̂ot qu’une somme) ou fonction de la précision associée. Ici il est utile
de rapeller que nous travaillons avec des anomalies, que l’on peut donc pond́erer. DAVI76 montre comment on peut
optimiser les poids dans le cas de données manquantes afin de reduire l’estimation de l’erreur sur les amplitudes des
modes. KAPL97, quant̀a eux montrent comment tenir compte de données manquantes lors d’un filtrage de la matrice
de covariance. VERIFIER que mon poids correspond a cela???

5Dans ce cas, on introduit une erreur par rapportà la vraie matrice de covariance. Pour une distribution normale,
l’erreur standartε sur l’estimation de l’ecart typeσ est

ε =
σ√
2n

. (9.40)

De même, l’erreur standardδC sur l’estimation de matrice de covarianceC par un nombre finin de ŕealisations est
NORT82

δC =
1

2n
E, (E)ij =

√

√

√

√

(

(C)ii (C)jj + (C)
2

ij

)

2
. (9.41)

On vérifie sans peine quetrace(E) = trace(C) de sorte que la variance de l’erreurε2 est bien donńee parσ2/(2n) où
σ2 = trace(C) est la variance totale du signal
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uu
? = 1, (9.43)

et nous constatons que nous retombons sur l’analyse SVD. En particulier, nous pouvons calculer
les valeurs propres aussi par une matrice de covariance temporelleS de dimensionn × n

Sv = λv (9.44)

S ≡ 1

n
X

?
X, u =

1√
λ

Xv (9.45)

La d’écomposition SVD de la matriceX nous fournit les vecteurs de baseu (que nous utilisons
pour former donc une matrice de vecteurs de baseU ∈ Cm

m

U =
(

u1, u2, ..., um

)

(9.46)

dans l’ordre des valeurs singulières d́ecroissantes) sur lesquels nous avons une variabilité la plus
coh́erente dans le temps. Ensuite, nous pouvons projetter l’évolution du vecteurx(t) sur chacun
des ces axes, pourétudier comment le mode en questionévolue. Ceci peut se faire par les outils
classiques d’analyse de fréquence etc, si l’on calcule

γ(j)(ti) = uj
?
xi (9.47)

ou sous forme matricielle
G = U

?
X (9.48)

avec le d́eveloppement de départ:
X = UG. (9.49)

L’on identifieG via la d́ecomposition SVD

G = DV
? (9.50)

puisque
X = UDV

?. (9.51)

On trouve bien entendu que la matriceU est constitúee des vecteurs propres du problème et que
les valeurs propres de notre problème sont obtenues̀a partir des carrés des valeurs singulières
constituant la matriceD:

λi =
(D)2

ii

n
(9.52)

Nous constatons6 que sur la duŕeen∆t, lesévolutions des modes sont statistiquement décorelĺes
carG?

G = 1ln.

6Une construction alternative de la théorie des EOF part de l’id́ee de trouver des modes spatialement orthogonaux
qui sont temporellement décorelĺes sur l’intervalle de temps des données. Autrement dit, on cherche des modes pour
lequels

n
∑

i=1

γl(ti)
?
γm(ti) = nλlδlm (9.53)

On retrouve alors le m̂eme probl̀eme aux valeurs propres que celui obtenu en cherchant des modes qui ressemblent au
mieux en moyenne au signal.
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L’ évolution temporelle de l’amplitude d’un modeI est alors simplement donnée par

γI(ti) = uI
?
x(ti) = (D)II (vI

?)i (9.54)

autrement dit, la śequence temporelle du modeI se retrouve comme les composantes du vecteur
(D)II vI

?.
La variabilit́e totale du signal est donnée par

n
∑

i=1

xi
?
xi = trace (X?

X) = n
m

∑

i=1

λi (9.55)

de sorte que la variance totale du signalσ2 est donńe simplement par la sommeσ2 =
∑m

i=1 λi.
Si nous consid́eronsà pŕesent la contribution d’un modeI donńe à la variabilit́e, nous avons sa
variance

σ2
I ≡ 1

n

n
∑

i=1

(

γI(ti)uI

)?
γI(ti)uI =

1

n

n
∑

i=1

γI(ti)
?
γI(ti) = λI

n
∑

i=1

(vI)i (vI
?)i = λI (9.56)

Si l’on retient lesI premiers modes (dans l’ordre décroissant des valeurs propres) on dit que la
série tronqúee auI ième membre explique une fractionpI de la variance du signal, et l’on calcule
cette fraction par

pI =

∑I
i=1 λi

∑m
i=1 λi

(9.57)

Le Ième mode expliquèa lui seul la fraction

fI =
λI

∑m
i=1 λi

. (9.58)

Puisque ce sont les valeurs propres les plus grandes qui nousintéressent en priorité, on peut
optimiser leur calcul en utilisant un algorithme de calcul de valeurs propres exploitant le fait que
la matrice est hermitienne semi-définie positive et que l’on ne s’intéresse qu’aux valeurs propres
les plus importantes. S’il faut ensuite calculer le rapportλi/

∑

i λi, on peut exploiter le fait que
∑

i λi = trace(C). Autrement si la taille des matrices impliquées n’est pas trop grande, on peut
faire appel aux routines SVD des logiciels tels que MATLAB ouMATHEMATICA 7.

Rappelons encore une fois que lesλi sont les carŕes des valeurs singulières de la matrice
obtenues par une décomposition SVD diviśes parn (à cause de la d́efinition des vecteurs propres
et valeurs propres̀a partir de la matrice de covariance au lieu deXX

?).
Nous avons donc une ḿethode efficace de représentation de la série de donńees si quelques

modes propres sont suffisants pour arriverà repŕesenter un pourcentage suffisemmentélev́e de la
variabilité. Le choix du nombre de modes nécessaires peutêtre subjectif (on tronque la série quand
on a expliqúe 95 ou 99% de la variabilit́e) ou objectif (on arr̀ete quand on sait que le niveau de
l’erreur de troncature de la série est proche du niveau de bruit sur les données ou sur l’analyse EOF
elle-même).

PREI77 pŕesentent une ḿethode pour d́etecter le niveaùa partir duquel il devient impossible de
distinguer un signal d’un mode EOF d’un signal géńeŕe par un bruit blanc. Leur procédure est la
suivante: On ǵeǹere une matriceX de m̂eme dimension que celle que l’onétudie par une ḿethode

7Le logiciel MATLAB se conformèa la pŕesente formulation mais le logiciel MATHEMATICA fournit une vraie
matrice diagonale et une des matricesV ouU rectangulaire avec deséléments nuls.
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de Monte-Carlo (variables gaussiennes non correlées). Ensuite on calcule les pourcentagesfI des
cette ŕealisationr que nous notonsf r

I . On ŕep̀ete cette proćedure 100 fois et on classe lesf r
I pour

chaque mode dans l’ordre croissant. Ainsif 95
I est un seuil qui indique que dans 95 pourcents des

cas, une variable aléatoire produit une fraction expliquéefI plus faible quef 95
I . D’où l’on tire un

critère d’arr̂et: on arr̂ete la śerie d̀es que avant le moment où la variance expliqúee du mode vâetre
plus petite quef 95

I , puisqu’il y a peu de chances (5%) que la fraction ainsi encore retenue soit le
fruit d’un pur hasard.

Une autre approche pour un critère d’arret peut̂etre baśe sur une connaissance a priori du bruit
sur le vecteurx. En effet, si nous supposons que le vecteur est composé du vrai signal auquel se
superpose un bruit non-correllé au signal, la matrice de covariance que l’on forme sera la vraie
matrice de covarianceCt à laquelle s’ajoute la matrice de covariance du bruitCn. Par rapport
aux ”vraies” valeurs propresλi et vecteurs propresui, nous obtenons donc des valeurs modifiés
satisfaisant

(Ct + Cn) (ui + ni) = (λi + µi) (ui + ni) (9.59)

Si nous supposons que le bruit est faible par rapport au signal, nous pouvons d́evelopper le calcul
des valeurs et vecteurs propres par perturbations et nous devons avoir

Cnui + Cni = λini + µiui (9.60)

La relation d’orthonormalit́e devient au premier ordre dans la perturbationni:

ui
?
ni = 0 (9.61)

En multipliant (9.60) parui
? et en utilisantui

?C = λiui
?, on obtient imḿediatement la modification

des valeurs propres:
µi = ui

?
Cnui. (9.62)

Pour calculer les variations sur les vecteurs propres, il suffit de projeter le vecteur dans la base des
uj

ni =
m

∑

l=1

a
(i)
l ul (9.63)

et de multiplier (9.60) paruj, j 6= i. On obtient alors

uj
?
Cnui + a

(i)
j λj = λia

(i)
j (9.64)

D’ou nous tirons

ni =
∑

j 6=i

uj
?Cnui

λi − λj

uj (9.65)

et (9.61) est satisfait.
Ici, nous avons d̂u faire l’hypoth̀ese que nous n’avons jamais deux valeurs propres identiques

λi = λj. Ce cas est en fait une déǵenerescence et les deux vecteurs propres associés ne sont pas
définis de façon univoque, puisque toute combinaison linéaire de ces deux vecteurs propres sera
un vecteur propre. Dans ce sens, il est normal de trouver une sensibilit́e ”infinie” de ces vecteurs
propres. En pratique, ce cas est plutôt rare. Par contre, nous constatons que s’il y deux valeurs
propres qui sont proches, il y a un phńomène d’amplification de l’erreur.

Il faudrait assurer que|µi| ¿ |λi − λk|, autrement, on risque de modifier les modes propres de
sorte qu’on se trouve dans un cas de déǵenerescence ”de fait”.
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L’erreur sur l’́evolution temporelle de l’EOF peut s’obtenirà partir de l’information de la
matrice de covariance temporelle de l’erreurSn: l’ évolution temporelle du modei perturb́e est
repŕesent́ee par les composantes du vecteur

ei + oi =
√

n (λi + µi) (vi + mi) (9.66)

alors que le mode non perturbé est donńe par

ei =
√

nλi vi (9.67)

et nous pouvons calculer

mi =
∑

j 6=i

vj
?Snvi

λi − λj

vj (9.68)

Au premier ordre, nous avons donc une amplitude entachée d’une erreur de

oi =
µi

2λi

ei +
∑

j 6=i

√

λi

λj

vj
?Snvi

(λi − λj)
ej (9.69)

Ici aussi, il y a amplification d’erreurs si deux valeurs propres sont trop proches. Malheureuse-
ment, les formules présent́ees ne seront pas utiles pour calculer les perturbations dans la pratique.
En effet, il faudrait connâıtre la matrice de covariance du bruitCn pour ce faire. Mais dans ce cas,
on pourrait imḿediatement calculer la ”vraie solution” en retirantCn de la matrice de covariance
calcuĺeeà partir des donńees. Par contre, si nous avons une estimation de la matrice decovariance
de façon approximative, nous pouvons alors calculer une estimation de l’erreur sur les valeurs pro-
pres et vecteurs propres. En particulier, si nous savons quele seul bruit est un vrai bruit blanc
de varianceε2 (erreurs instrumentales, ...) seul les valeurs propres sont modifiées carCc = ε21l.
Les vecteurs propres ne sont par contre pas modifiés. On doit alors tronquer la série au terme
ou λI ∼ ε2. A l’autre extr̂eme, si le ”bruit” est líe à un signal marginalement résolu par la śerie
temporelle ou la couverture spatiale, nous pouvons faire appel au probl̀eme continu pour evaluer
l’erreur dueà la discŕetisation. En effet, la ”vraie” matrice de covariance serait

1

T

∫ T

0

x(t)x?(t)dt (9.70)

que nous avons en fait calculé par une int́egration par la ḿethode du ”rectangle”, dont on sait que
l’erreur est proportiennel̀a∆T 2.

Exemple de matrice de covariance ???
Bien entendu,̀a partir du modeI pour lequelλI ∼ ε2, les EOF essayent d’analyser le bruit et

nous leśecartons donc. Notons que le bruit affecte tous les modes, mais proportionellement moins
les modes les plus forts. Si le bruit affectant les données poss̀ede une structure spatiale, alors non
seulement les valeurs propres sont modifiés maiśegalement les modes EOF aux mêmes. Ceci veut
dire que pour un deuxième set de données du m̂eme syst̀eme, nous devons nous attendreà obtenir
des EOF diff́erents, surtout ceux pour lequels la norme de la matrice de covariance du bruit devient
importante par rapport̀a ou si le nombre d’échantillons n’est pas suffisemmentélev́e NORT82.

Notons que le th́eor̀eme de Eckart-Young-Mirsky montre que le résidu de la śerie troncqúee
est minimal pour unI fixé quand les vecteursu et v sont bien les vecteurs singuliers normalisés
assocíes auxI valeurs singulìeres

√
λi les plus grands.
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Bien entendu, la d́ecomposition dans le temps peut aussiêtre remplaćee par un d́eveloppement
selon une direction spatiale. Pour un cas 1D, cela revientà intervertir la coordonńee spatiale et
temporelle, ou en termes de matrice deX d’en prendre sa transposée. Or

X
? = VD

T
U

? (9.71)

de sorte que l’on peut simplement invertir le rôle deU etV pour passer d’une interprétation espace-
tempsà une interpŕetation temps-espace sans devoir recalculer une matrice decovariance tem-
porelle au lieu d’une matrice de covariance spatiale.

Un avantage de la décomposition EOF est son caractère lińeaire dans la phase d’analyse alors
que le signal peut̂etre compl̀etement non-lińeaire. Cependant, comme leur nom l’indique, les
modes sont parfaitement empiriques et ne donnent en géńeral pas lieùa une interpŕetation physique
immédiate. Un mode physique peut ainsiêtre contenu dans plusieurs EOF et inversément, une EOF
peut contenir de l’information sur plusieurs modes physiques. Aussi, les modes sont construits
à partir d’une śerie de donńees sur un système, et si l’on recalcule une série de EOFà partir
d’une śerie de donńees ult́erieures, on obtiendra une autre décomposition. Les EOF particulier
d’une ŕealisation peuvent ǵeńeralement̂etre assez diff́erents d’une autre réalisation d’une m̂eme
exṕerience, mais heureusement, l’espace couvert par les premiers EOF les plus importants est
quantà lui robuste.

Ainsi, l’utilisation des EOF comme base de calcul pour uneévolution prognostique ou d’assimilation
devrait contenir un enssemble de EOF plus riches que le signal de d́epart ne le sugg̀ere. Le
probl̀eme dans ce cas est que nous n’avons aucune information sur lastructure des EOF̀a retenir en
plus, car ils ne sont pas contenus de façon significative dans les donńees utiliśees pour les constru-
ire. Ainsi, dans les ḿethodes d’assimilation basées sur les EOF, on travaille avec un base de EOF
que l’on remet̀a jour ŕegulìerement en y ajouttant des modes au hasard et en retirant les modes les
moinsénerǵetiques. BRAS Extented Kalman Filter PHAM98

Le fait que les EOF permettent de réduire les informations de façon spectaculaire peut aussi
être mis au profit de recherches de correlations entre deux variables. En comparant l’évolution
des EOF des ces variables, on peut détecter plus facilement des correlations qu’avec les champs
complets.

L’analyse EOF est la plus naturelle si le vecteur d’état contient une seule variable physique.
Dans la cas contraire, on peut normaliser les variables physiques de plusieurs façons, conduisant a
d’autant d’analyses EOF différentes. Ainsi s’il y a plusieurs types de variables ou une variable avec
une variabilit́e bien distincte dans deux sous-régions, on peut remplacer les matrices de covariance
par une matrice de correlation, ayant ainsi normalisé chacque valeur locale par l’écart-type tem-
porel local. En pratique, on devrait doncétudier l’effet de normalisations (et de classement dans
le vecteurx). Un cas simple de ǵeńeralisation pouvant traı̂ter conjointement les deux composantes
du vecteur vitesse horizontal est la COEF (complex EOF). En effet, il suffit de stocker les variables
u etv comme les composantes d’un nombre complexe consituant unélément dex. Toute l’analyse
EOF reste d’application, puisque nous l’avons présent́ee sans faire appelà une hypoth̀ese sur le
caract̀ere ŕeel dex. On peut donc l’́etendre sans problèmeégalemend au domaine spectral. On
peut par example effectuer une transformée de Fourrier rapide sur les séries temporelles et ensuite
effectuer une SVD sur le matrice constituée des amplitudes complexes, fonction de la fréquance
et de l’espace. Nous aurions alors une représentation ”optimale” dans le domaine spectral avec
une possibilit́e de repŕesenter des propagations HOGG77,WANG77 Une autre façon d’analyser
les propagations sont des approches basées sur les ... lagged.

On ǵeńeral, on peut appliquer la décomposition SVD̀a toute śerie de donńees distribúees uni-
formément dans un ”espace” 2D. Ici ”espace” désigne simplement un classement selon un certain
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critère, comme la position dans le temps, dans l’espace etc.
MSSA, : EOF en delay data with maximum lag: Pour pouvoir séparer des signaux de valeurs

singulìeres proches.
Si des modes EOF on des variances proches, il y a danger de déǵeńrences, car les valeurs

propres et vecteurs propres sont proches.
Un probl̀eme des EOF est qu’ils caractplutôt des variations qui ont un m̂eme comportement

dans le temps (typiquement une onde stationnaire) mais pas une propagation d’un signal.
Si le domaine d’analyse est trop petit, il se peut que les signaux de part et d’autre du domaine

soient correĺes et que l’EOF se voit imposer une structure par la taille du domaine. Si au contraire
le domaine est trop large, des signaux qui ont une variance similaire dans des endroitśeloigńes se
verront coupĺes artificiellement par l’analyse EOF.

Notons que le succès des EOF verticaux en ocánographie est notemment dû au fait que la plus
grande variabilit́e est observ́ee à la surface des océans, de sorte que les EOF ont géńeralement
une amplitude rapidement décroissante vers les profondeurs. Ainsi, on utilise naturellement les
EOF pour projetter des informations obtenues en surface vers les zones profondes. Typiquement
on cherchèa exploiter les EOF dans l’utilisation des photos satellitaires dans la d́etermination des
structures 3D de densité. Cette approche estégalement utile dans une optique d’assimilation.

Notons que la d́ecomposition pŕesent́e se recontre dans sa version continue sous le nom de
décomposition orthogonale propre (POD) ou décomposition de Karhunen-Loève LUML71,HOLM96.
Dans d’autres domaines, la méthode discr̀ete fait aussi ŕeférence aux modes propres orthogonaux
(POM) ouà l’analyse en composantes principales (PCA), voire la ”factor analysis” en sciences
sociales HAIR98.

Pour des processus qui se propagent, il est plus utile de faire appel aux CEOF...
IDEE: construire matrices de variations de x d’un pasà l’autre; peut̂etre cela serai mieux pour

détecter/pŕedire des tendances ultérieures en fonction des tendances préćedentes; ou bien est-ce
equivalent? Bref essayer de construire

(

x1 − x0 x2 − x1 ... xn − xn−1

)

(9.72)

Déjà fait???
Algo pour selection rapide des premiers modes: la séquence suivante

u ← Xv (9.73)

ρ ←
√

u?u (9.74)

u ← u

ρ
(9.75)

v ← X
?
u (9.76)

ρ ←
√

v?v (9.77)

v ← v

ρ
(9.78)

(9.79)

géńere une suite de valeurs singulières et de vecteurs propres qui convergent rapidement vers le
plus grande valeur singulière et ses vecteurs propres correspondants. En effet, la séquence proposée
n’est rien d’autre qu’une adaptation de l’algorithme basé sur le quotient de Raleigh (REF),évitant
cependant le calcul explicite d’une des deux matrices de covariance (dont le côut assocíe serait
m2n où mn2). Le nombre d’oṕerations par it́eration de notre schéma se comporte comme2(m +
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2)(n + 2) Quand on connait la valeur singulı̀ereρ et les vecteurs propres associésu et v, on peut
calculer la valeur suivante en exploitant la décompositionX = UDV

? et red́efinir

X ← X − ρuv
? (9.80)

sur laquelle on peut appliquer le même algorithme, mais qui convergera vers la seconde valeur
propre (attention a la propagation de l’erreur, il faut que la recherche precedente aie bien convergee,
sinon va garder une partie de la structure correspondante a la valeur propre non convergee...)

Calcul direct de SVD: le cout se comporte commemn min(m,n) + min(m,n)3

L’approche it́erative pourrait donc rester intéressante sim ∼ n et que quelques valeurs propres
suffisent pour caractériser la syst̀eme.

Taux de convergence de l’estimationρ
(k)
1 à l’it érationk de la valeur propre la plus grandeρ1:

ρ1 = ρ
(k)
1 + O

(

ρ2

ρ1

)k

(9.81)

Et la convergence se déteriorise si la deuxiı̀eme valeur propre est proche de la premı̀ere. Dans
se version ŕecursive de la ḿethode d’exhaustion, nous constantons donc que l’algorithme ralentit
quand on s’approche de la plage des valeurs propres qui sont proches. Mais puisque de toute
façon on s’arr̀ete quand les valeurs propres sont trop proches, on s’arrête de fait au moment où
l’algorithme converge moins bien !

Extrapolation enh2: [?]

∑

i=1

mρ2 = trace (XX
?) =

n
∑

i=1

m
∑

j=1

| (X)ij |2 (9.82)

(mn opérations)
Autres idees de robustness: changer l’ordre des points (2D spatial est toujour remplace par un

vecteur 1D. Changer l’ordre de rangement... Aussi: avoir deszeros au milieu (decoreller ou terre)
cela change t’il le resultat?

Une sorte de validation croisée sur le seuil a retenir: Remplacer un set arbitraire de données
par des zeros et calculer pour un nombreI de modes retenus, l’ecart en ces points, entre la se-
rie tronqúee et les donńees initiales. SiI ¿ m,n alors l’écart sera grand (pas suffisemment de
modes significatifs inclu). De meme siI ∼ m,n l’ écart sera grand́egalement, puisque nous aurons
restitue la nouvelle śerie correctement mais qui contient des zéros l̀a òu au d́epart, on en n’avait
pas ! D’ou l’idée, trouverI∗ tel que l’́ecart de pŕediction devient minimal en ces points. Validation
croisee classique: ońecarte un seul point̀a la fois, et on ŕep̀ete l’exṕerience suffisemment souvent
pour pouvoir faire des statistiques. Validation géńeraliśee: on enleve un set de données suffisem-
ment large pour fare des statistiques sur le set, mais suffisemment petit pour ne pas perturber trop
l’analyse EOF. Il faudrait donc verifier la robustesse de cette approche en effectuant la validation
croiśee avec un set plus ou moins large pour valider la méthode mettre

√
mn points pris au hasard

à źero semble marcher assez bien ...
Charact́erisation ǵeńerale de l’erreur sur les valeurs propres d’une matrice hermitienneAperturbéepourdonner

+ δA e.g; [?]|δλk| ≤ ‖δA‖2où la norme‖A‖2
2 est donńe par le rayon spectral deA?

A

ici, on peut majorer le rayon spectral par la trace deA
?
A, ou, ce qui revient au m̂eme, par la

norme euclidienne deA
si on connait la variance du bruit on peut donc majorer par l’erreur sur chaque valeur propre

par cette variance. Cette borne supérieure est cependant trop pessimiste, car nous savons que la



9.14. MODES PHYSIQUES 73

somme des erreurs doitêtreégalà la variance du bruit. Majorer l’erreur sur une valeur propre par
cette variance revient̀a supposer que l’erreur a la même structure que l’EOF en question, sinon
l’erreur serait distribúee sur plusieurs EOF.

EOF pour pŕediction par ŕeseau de neurones [?]

9.14 Modes physiques

L’archétype d’une d́ecomposition en modes physiques est la décomposition en modes normaux
verticaux [?]. De plus, nouśetudierons une onde de faible amplitude qui se propage dans un
environnement stratifíe au repos. Dans ce cas,

∇·v = 0, (9.83)

∂v

∂t
+ 2ΩΛv = −∇q + be3, (9.84)

∂b

∂t
+ N2(z)w = 0, (9.85)

où N2(z) = ∂b0
∂z

est la fŕequence de Brunt-V̈ais̈alä du profil de densité ambiantb0(z).
Nous allons projeter ceśequations sur des axes orientés de sorte quex repŕesente la longitude,

y la latitude etz la distance par rapport̀a la surface du globe. Dans ce cas, nous allons nous
limiter au voisinage d’un point d’intér̂et pour pouvoirécrire leséquations dans un système de
coordonńees cart́esiennes qui tient compte de la variation du paramêtre de Coriolis (planβ). En
toute ǵeńeralit́e, nous posons doncf = 2Ω sin λ, f ? = 2Ω cos λ, β = df

dy
, β? = df?

dy
, ce qui permet

d’écrire leséquations pour les perturbations liées aux ondes en coordonnées cart́esiennes locales
comme suit :

L’approximation des ondes longuesLh À Lv nous permet d’utiliser l’́equilibre hydrostatique
si T À N−1. Dans ce cas, il est aussi habituel de poserf ? = 0. Nous avons donc le système
Boussinesq aussi...

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0, (9.86)

∂u

∂t
= fv − ∂q

∂x
, (9.87)

∂v

∂t
= −fu − ∂q

∂y
, (9.88)

0 = −∂q

∂z
+ b, (9.89)

∂b

∂t
+ N2(z)w = 0. (9.90)

Une équation pour la vorticit́e s’obtient aiśement par d́erivation croiśee de (9.87) et (9.88) et
l’utilisation de (9.86) pouŕeliminer la divergence horizontale du courant:

∂

∂t

(

∂v

∂x
− ∂u

∂y

)

− f
∂w

∂z
+ βv = 0 (9.91)
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Nous pouvonśelimineru entre (9.92) et (9.86) via dérivations partielles surx et t:

∂

∂t

(

∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2

)

+
∂3w

∂t∂y∂z
− f

∂2w

∂x∂z
+ β

∂v

∂x
= 0 (9.92)

La dérivation de (9.87) et (9.88) par rapportà z, t permet d’aboutir aux́equations suivantes:

∂3u

∂z∂t2
= f

∂2v

∂z∂t
− N2∂w

∂x
, (9.93)

∂3v

∂z∂t2
= −f

∂2u

∂z∂t
− N2∂w

∂y
, (9.94)

menant finalement̀a

f
∂3u

∂z∂t2
= f 2 ∂2v

∂z∂t
− fN2∂w

∂x
, (9.95)

∂4v

∂z∂t3
= −f

∂3u

∂z∂t2
− N2 ∂2w

∂y∂t
, (9.96)

dont la soustraction l’une de l’autre fournit

∂2w

∂y∂t
− f

∂w

∂x
= −N−2

(

∂3

∂t3
+ f 2 ∂

∂t

)

∂v

∂z
, (9.97)

∂

∂t

(

∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2

)

+ β
∂v

∂x
+

(

∂3

∂t3
+ f 2 ∂

∂t

)

∂

∂z

(

N−2∂v

∂z

)

= 0 (9.98)

Une solution en śeparation de variables (C.L ???)v = vn(x, y, t)φn(z) réduit le probl̀emeà un
prolème de Sturm-Liouville:

d

dz

(

N−2 dZn

dz

)

+
1

ghn

Zn = 0 (9.99)

∂

∂t

(

∂2vn

∂x2
+

∂2vn

∂y2

)

+ β
∂vn

∂x
−

(

∂3vn

∂t3
+ f 2∂vn

∂t

)

= 0 (9.100)

où nous avons introduit la constante de séparationghn. hn est appelĺe la profondeuŕequivalent,
et on calcule le rayon de déformation du moden par Rn =

√

(ghn)f−1. UTilise pour cal-
culer les rayons de déformations LOCAUX; partiellement incohérent avec l’hypoth̀ese de base
d’homoǵeńeité horizontale.

Modes internes, v́erifier ce que cela donne en coordonnées isopycnales avec superposition du
mode geostrophique

9.15 Śeparation de facteurs

Géńeralement, leśetudes de sensibilité se limitent̀a une simulation dans laquelle on varie un
param̀etre afin d’analyser l’impact d’une telle variation sur le résultat de l’́etude. Cependant, si
plusieurs param̀etres sont susceptibles d’influencer la solution, l’approche classique de les faire
varier l’un apr̀es l’autre et de comparerà la simulation de ŕeférence peut conduirèa de fausses
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conclusions. En effet, imaginons une simulation de contrôle (CON) pour le calcul de la circu-
lation en Ḿediterrańee, dans laquelle est inclue un forpar le Rhône et un rappel vers la salinité
en surface. Nous pourrionsétudier la pŕesence du forpar la rivière en modifiant son débit (źero
dans un cas extrême, simulation NOR) et ensuite l’influence du rappel en surface en modifiant la
valeur du coefficient de rappel (également źero dans le cas extrême, simulation NOS). Nous pour-
rions alors analyser les différences NOR-CON et NOS-CON afin de les interpréter de faclassique
comme isolant l’influence des la rivière et du rappel en surface respectivement. Cependant, c’est
oublier que le rappel de surface contient le signal climatique de la rivìere et que les deux facteurs
interagissent donc.

Il conviendrait de trouver un ḿethode qui permettre de tenir compte de ces interactions. Ici,
nous pŕesentons la ḿethode de śeparation en facteurs [?].

S’il n’y avait qu’un facteur, nous pourrions dire que le résultat de la simulation dépend d’un
facteurs qui prend la valeur0 si le processus est absent et1 s’il est inclu. Dans ce cas, la solution,
résuḿe par n’importe quel outil de diagnostique décrit pŕecedemment, d́epend de ce param̀etres.
La solutionψ peut alors se d́ecomposer en une partie qui ne dépend pas de ce paramètreψ0, et une
partie duêa l’inclusion du param̂etreψ1. Bien ŝur, il est facile de d́eterminer ces deux parties par
deux simulations. Une simulation avecs = 0 fournit la solutionψ(0) et s = 1 la solutionψ(1).
On a ensuite

ψ(1) = ψ0 + ψ1 (9.101)

ψ(0) = ψ0 (9.102)

de sorte que nous avons, sans surprise,

ψ0 = ψ(0) (9.103)

ψ1 = ψ(1) − ψ(0) (9.104)

et la dernìere relation nous fournit la contribution du seul facteurs.
Quand il y a plusieurs facteurs, nous pouvons dire que la solution dépend des ces paramètres:

ψ = ψ(s1, s2, ..., sn) (9.105)

Nous pouvons alors decomposer de la fasuivante

ψ = ψ0 +
∑

i

ψi(ci) +
∑

ψij(ci, cj) +
∑

ψijk(ci, cj, ck) + ... (9.106)

toute fonctionψijk...(...ci, cj, ck, ...) est nulle si un des facteursci est nul. Ceci veut dire que
ψijk...(...ci, cj, ck, ...) désigne l’influence conjointe des facteursci, cj, ck, ψi(ci) l’influence du seul
facteurci etc. Taylor,si petits, alors analyse de sensibilité classique, superposition des réponses
car variations des causes petites. Sinon, comme c’est souvent le cas, (ex. influence présence, ab-
scence de topographie et stratification), les dérivées suṕerieures (actions conjointes) doiventêtre
pris en compte

Pour relier ces fonctions̀a des resultats de simulations, il suffit d’effectuer2n simulations avec
toutes les combinaisons possibles deci = 0 ou ci = 1 ce qui permet d’itendifier

ψ(0, 0, 0..., 0) = ψ0 (9.107)

ψ(0, 0, ..., 1, 0...) = ψO + ψi(ci = 1)ψ( (9.108)
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Il suffit d’inverser cette śequence pou récuperer l’information souhaitée.
Example: Med, 6 mois, river, noriver, relax, norelax
Un probl̀eme particulier de cette ḿethode (en plus du problèmeévident du côut en2n) est bien

entendu líe au choix des variables dont onétudie l’effet. Ainsi, [?] l’importance de la contribution
d’un facteur varie en fonction du type et du nombre des autresfacteurs intervenant dans l’analyse.
Géneralement, puisque les processus ne sont pas indépendants, l’ajout de facteurs diminue la con-
tribution individuelle d’un seul facteur en faveur des contributions conjointes

Si une ḿethode de ’eparation de facteurs n’est pas menée jusqúau bout, il faut au moins realiser
les exṕeriences en ne modifiant qu’un facteurà la fois, afin de pouvoir au moins identifier ....

Il va de soi que les exṕeriences de sensitivité doivent introduire des variations suffisemment
fortes pour ǵeńerer un signal d́etectable, mais suffissement faible pour rester réaliste et ne pas
mener le mod̀ele dans un autre mode de fonctionnement.

Le fait qu’un étude de sensitivité demande une perturbation suffisemment forte est due au
fait que si la perturatiońetait petite, nous aurions deux réalisations d’une exṕerience, mais que
la différence entre les deux simulations ne soit significative pourune interpŕetation en termes de
diff érences de l’entrée. En effet, statistiquement la différence ne serait significative que si l’on
arriveà prouver que chacune des deux réalisations est une bonne estimation de l’état moyen statis-
tique. Pour cela il faudrait effectuer un ensemble de prédictions de l’exṕerience de contrôle dans
laquelle on modifie alátoirement des param̀etres, et ensuite un ensemble de prédictions (́egalement
par modifications alátoires des param̀etres) dans laquelle on a modifiı́e (de fapermanente) la fonc-
tion d’entŕee dont on veut́etudier la sensitivíe. Ensuite on devrait comparer les moyennes et vérifier
que leur diff́erence inter-exṕerience est statistiquement significative euégard de la variabilit́e intra-
exṕeriences.

En pratique, en se lib̀ere de cette obligation par une utilisation d’un changementde la fonction
d’entŕee suffisemment forte et une connaissance subjective de la variabilité typique des simula-
tions.

Analyse de donńees: analysis of multifactor experiments [?] p522ff
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Ici, nous allons nous concentrer sur le cas où la mer est homog̀ene horizontalement. Cette
hypoth̀ese est satisfaite localement dans une mer, si les longueurscaract́eristiques horizontales
sont suffisamment grandes. Dans ce cas, nous pouvons négliger les d́erivations selon l’horizontale,
et concentrer notre attention sur l’adaptation de l’écoulement aux forçages des couches de mélange
en surface et au fond. Nous allons doncétudier ces couches par une approche d’étude de couche
limite où nous allons ńegliger les variations horizontales devant les variationsverticales associées
à la couche limite.

10.1 Equations

Dans cette approximation, l’équation de la conservation de la masse se réduità

∂w

∂z
= 0. (10.1)

Puisque nous ńegligeons aussi les variations horizontales de la profondeur1, nous avons la condi-
tion limite au fond (z = 0)

w(0) = 0 → w(z) = 0, ∀z. (10.2)

Cetteégalit́e pour toutz entrâıne que, selon la verticale, l’équation de la quantité de mouvement
se ŕeduità l’équilibre hydrostatique, sans aucune autre hypothèse pŕealable.

∂q

∂z
= b. (10.3)

Or le champ de poussée est aussi ind́ependant des coordonnées horizontales et, par conséquent, en
prenant les d́erivées selonx ety de (10.3), nous avons

∂

∂z

(

∂q

∂x

)

=
∂

∂z

(

∂q

∂y

)

= 0. (10.4)

Et nous voyons que si nous ne négligeons pas a priori le gradient horizontal de pression (parce
qu’il est une force impośee ext́erieure), il faut ńeanmoins, pour̂etre coh́erent, admettre que cette
force est ind́ependante dez.

Leséquations de quantité de mouvement se réduisent alors̀a

∂u

∂t
= fv − ∂q

∂x
+

∂

∂z

[

ν̃
∂u

∂z

]

, (10.5)

∂v

∂t
= −fu − ∂q

∂y
+

∂

∂z

[

ν̃
∂v

∂z

]

, (10.6)

où ν̃ est le coefficient de diffusion (turbulent dans une mer réelle).

1 Au cas òu le fond est inclińe, on peut tout de m̂emeétudier de la couche d’Ekman au fond en introduisant des
coordonńees et vitesses dont la ”verticale” est perpendiculaire au fond (voir par exemple [?]).
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10.2 Mod̀ele 1Dà fermeture turbulente

Dans ce chapitre, il s’agit de développer une ḿethode de ŕesolution nuḿerique deśequations
non-linéaires du chapitre??, simplifiées pour une situation 1D, mais complét́ees par une formula-
tion appropríee de la longueur de ḿelange ou de la dissipationε.

10.2.1 Equations 1D

Si nous partons deśequations du chapitre 2, en faisant la même d́emarche qu’au d́ebut de ce
chapitre, nous obtenons leséquations 1D suivantes

∂u

∂t
= fv − ∂q

∂x
+

∂

∂z

[

ν̃
∂u

∂z

]

, (10.7)

∂v

∂t
= −fu − ∂q

∂y
+

∂

∂z

[

ν̃
∂v

∂z

]

, (10.8)

∂T

∂t
=

∂

∂z

[

λ̃T ∂T

∂z

]

, (10.9)

∂S

∂t
=

∂

∂z

[

λ̃S ∂S

∂z

]

, (10.10)

∂k

∂t
= ν̃M2 − λ̃bN2 − ε +

∂

∂z

[

λ̃k ∂k

∂z

]

, (10.11)

A cela, nous pouvons ajouter uneéquation pour la dissipationε

∂ε

∂t
=

ε

k
(c1P + c3B − c2ε) +

∂

∂z

[

λ̃k

σε

∂ε

∂z

]

, . (10.12)

où nous avons d́efini la fréquence de PrandtlM et la fŕequence de Brunt - V̈ais̈aläN par

M2 ≡
∥

∥

∥

∥

∂u

∂z

∥

∥

∥

∥

2

(10.13)

N2 ≡ ∂b

∂z
(10.14)

ainsi que la production de turbulence par cisaillement

P = ν̃M2, (10.15)

et la dissipation de turbulence par stratification

B = −λ̃bN2. (10.16)

Afin de fermer le syst̀eme, on doit relier la diffusion turbulente aux paramètres caractérisant
la turbulence,̀a savoir l’́energie cińetique turbulentek et sa dissipationε. Par des consid́erations
dimensionnelles, on calcule

ν̃ = (c0
µ)3cµ

k2

ε
, (10.17)
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ainsi que

λ̃T = (c0
µ)3c′µ

k2

ε
. (10.18)

Les facteurs de proportionalité sont en ŕealit́e affect́es par la stratification et le cisaillement, et
une paraḿetrisation courante est

cµ =
s0 + s1αN + s2αM

1 + d1αN + d2αM + d3α2
N + d4αNαM + d5α2

M

, (10.19)

c′µ =
s4 + s5αN + s6αM

1 + d1αN + d2αM + d3α2
N + d4αNαM + d5α2

M

, (10.20)

avec

αM = (c0
µ)6k2

ε2
M2, (10.21)

et

αN = (c0
µ)6k2

ε2
N2. (10.22)

A titre d’exemple, nous donnons une liste de valeurs des paramètres.

s0 s1 s2 s4 s5 s6

0.7311 5.5528 -0.0386 0.7655 1.4414 0.2805

Table 10.1 : Param̀etres pour les fonctions de stabilité.

d1 d2 d3 d4 d5 c0
µ

11.9251 1.3405 18.9086 11.3796 -0.0735 0.527

Table 10.2 : Param̀etres pour les fonctions de stabilité.

c1 c2 c3 σε

1.44 1.92 -0.629 1.2

Table 10.3 : Param̀etres pour l’́equation deε.

Des d́etails sur la fermeture turbulente présent́ee peuvent̂etre trouv́es surhttp://www.gotm.net.
Nous constatons que nous avons utilisé uneéquation pour la temṕeratureT et uneéquation

pour la salinit́e S au lieu d’uneéquation pour la poussée b. Ceci suppose que l’on calcule la
pousśee par unéequation d’́etat. Dans notre cas, nous admettons que la colonne d’eau possède une
salinit́e caract́eristique de35 et une temṕerature caractéristique de15◦. La pousśee peut alorŝetre
calcuĺeeà partir de

b(δS, δT ) =
g

ρ0

{

0.2196077δT + 0.00621795δT 2 − δS(0.771161 − 0.001814δT )
}

, (10.23)

δS = S − 35.00; δT = T − 15◦, ρ0 = 1025.9731 kgm−3. (10.24)

http://www.gotm.net
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10.2.2 Stratification et longueur de ḿelange

La dissipationε au lieu d’̂etre calcuĺee par unéequation d’́evolution baśee sur une paraḿetrisation,
peut, elle-m̂eme,être paraḿetriśee directement2.

Nous avons toujours

ε = α4
0

k2

ν̃
; α0 = 0.5 (10.25)

maisà pŕesent, il faut consid́erer queν̃ peutêtre calcuĺe en fonction des variables du problème.
Comme indiqúe au chapitre??, on peut calculer la viscosité turbulente par

ν̃ = α0

√
kL, (10.26)

oùL est une longueur de ḿelange.
Dans le cas d’une colonne d’eau stratifiée, [?]

Ri =
N2

M2
, (10.27)

Rf =
λ̃bN2

ν̃M2
, (10.28)

L = L0ψ(Rf ); ψ = 1 − Rf (10.29)

λ̃T = λ̃S = λ̃b = ν̃Φ(Rf ); Φ = γ
√

(1 − Rf ) (10.30)

L0 = Kz
(

1 − δ
z

H

)

,K = 0.4. (10.31)

γ = 1.1 − 1.4; δ = 0.5 − 1.0; λ̃k = ν̃ (10.32)

Exercices

Discrétisations

Nous allons̀a pŕesent d́ecrireune méthode de ŕesolution d’́equations aux d́erivées partielles :
la méthode des volumes finis.

La méthode des volumes finis (qui est une variante de la méthode des diff́erences finies) est en
fait baśee sur l’approche préconiśee pouŕetablir leséquations aux d́erivées partielles du système.

2au lieu de ŕesoudre unéequation approch́ee, on essaie directement de formuler une approximationà l’inconnue.
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e3

zk
k

k − 1

T,S

J
∆zk

Figure 10.1 : Grille verticale 1D.

Dans ce dernier cas en effet, on réalise un bilan sur un volume quelconque et, ensuite, on fait
tendre la taille du volume vers zéro pour remplacer les différences de flux par les dérivées et la
valeur moyenne de l’inconnue dans le volume par sa valeur locale. Dans la ḿethode des volumes
finis, on proc̀ede de la m̂eme façon, en maintenant toutefois le volumeà une dimension finie.
Alors que, dans une ḿethode aux diff́erences finies classique, les dérivées sont remplacées par leur
développement en série de Taylor, la ḿethode des volumes finis est une méthode plus physique que
math́ematique. Les deux ḿethodes fournissent, dans des cas simples (e.g.équations lińeaires̀a co-
efficients constants), les m̂emeséquations discr̀etes; mais la ḿethode aux volumes finis possède
l’avantage de se ǵeńeraliser plus facilement̀a des cas plus complexes, tout en assurant, par exem-
ple, la conservation. Nous examinerons par la suite la méthode des volumes finis appliquéeà notre
mod̀ele.

Si nous int́egrons l’́equation type suivante

∂y
∂t

= Qy +
∂

∂z

[

λ̃y∂y
∂z

]

(10.33)

sur une maille de la grille représent́eeà la figure (10.1), nous trouvons l’équation d’́evolution pour
la valeur moyenne de la variable d’état dans cette maille

∂ȳ
∂t

= Q̄y − 1

∆zk

{

J

(

zk +
∆zk

2

)

− J

(

zk −
∆zk

2

)}

(10.34)

J(z?) = −λ̃y∂y
∂z

∣

∣

∣

∣

∣

z=z?

(10.35)

·̄ =
1

∆zk

∫ zk+
∆zk

2

zk−
∆zk

2

·dz (10.36)
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Pour obtenir une ḿethode de ŕesolution, il ”suffit” de calculer les flux discrets et de choisir
un sch́ema de discŕetisation temporelle. Nous sommesà pŕesent d́ejà en mesure d’exploiter cer-
tains avantages de la discrétisation choisie. En effet, le schéma permet non seulement un contrôle
facile de la conservation (tout ce qui sort d’une maille rentre dans la suivante), mais aussi une
implémentation aiśee des conditions aux limites (il suffit de substituer les fluxen surface aux flux
discrets). La conservation est, bien entendu, primordialedans le cadre d’unéetude de dispersion
de polluants, de bilan thermique ou de salinité (surtout dans des simulations portant sur plusieurs
mois).

Terme de production - destruction

Supposons que le terme sourceQy deséquations ǵeńerales puisse se décomposer en sa partie
de productionPy ≥ 0 et sa composante de destructionDy ≥ 0 tel queQy ≡ Py − Dy avec les
propríet́es suivantes3

y ≥ 0, (10.37)

y = y∗ ⇒ Py = Dy, (10.38)

y > y∗ ⇒ Py < Dy, (10.39)

y < y∗ ⇒ Py > Dy (10.40)

La solution de l’́equation diff́erentielle ordinaire

dy
dt

= Py − Dy, (10.41)

y(t = 0) = y0. (10.42)

poss̀ede la caractéristique suivante

y0 ≥ ∗ ⇒ y(t) ≥ y∗, (10.43)

y0 ≤ y∗ ⇒ y(t) ≤ y∗, (10.44)

lim
t→+∞

y = y∗. (10.45)

Nous allonsà pŕesent d́evelopper une ḿethode de discrétisation de l’́equation (10.41) qui soit,
à la fois, à un seul pas de temps et qui n’engendrera pas la nécessit́e de ŕesoudre unéequation
non-linéaire (sinon la ǵeńeralisationà une discŕetisation 1D compl̀ete est compromise). Nous
proposons donc de discrétiser l’́equation comme suit4

yn+1 = yn + ∆t

{

Pyn

yn

(

ιyn+1 + (1 − ι)yn
)

− Dyn

yn

(

θyn+1 + (1 − θ)yn
)

}

. (10.46)

Cette expression lińeaire en yn+1 est ŕesolue afin de calculer

3 Le lecteur v́erifie sans peine que ces hypothèses sont typiquement satisfaites dans le cadre des formulations des
lois d’évolution d’une seule composante biologique. Dans le cas où plusieurs esp̀eces interagissent, notre analyse reste
d’application pour les termes d’interaction qui varient lentement.

4 l’indice suṕerieurn désigne l’instantt, alors quen + 1 désigne le nouveĺetatà l’instantt + ∆t.
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yn+1 = (1 + ε)yn, (10.47)

ε ≡ Pyn − Dyn

yn

∆t
− (ιPyn − θDyn

)
. (10.48)

Pour que le sch́ema discret donne une solution qui possède les m̂emes propríet́es qualitatives
que la solution exacte (la précision quantitative pouvantêtre obtenue en diminuant le pas de temps),
il faut que les trois conditions suivantes5 soient satisfaites

y > y∗ ⇒ y∗ − y
y

< ε < 0, (10.49)

y < y∗ ⇒ 0 < ε <
y∗ − y

y
, (10.50)

y = y∗ ⇒ ε = 0. (10.51)

La troisìeme conditiońetant rencontŕee, il est alors aiśe de prouver que la conditionε < 0 (ε > 0)
au cas òu y > y∗ ( y < y∗ ) nécessite

y
∆t

− (ιPy − θDy) > 0. (10.52)

D’autre part, les deux autres conditions peuvent s’écrire

|ε| <

∣

∣

∣

∣

y∗ − y
y

∣

∣

∣

∣

, (10.53)

ce qui,à l’aide de l’ińegalit́e (10.37) et des deux propriét́es (10.39) - (10.40), devient

1

∆t
≥ Py − Dy

y∗ − y
+

ιPy − θDy

y
. (10.54)

Cette dernìere condition est plus restrictive que (10.52) et est donc laseule condition qui subsiste.
La condition (10.54) permet aussi de calculer un pas de tempsmaximum∆tmax admissible

1

∆tmax

= maxy

{

Py − Dy

y∗ − y
+

ιPy − θDy

y

}

, (10.55)

où la recherche du maximum peut se limiter au domaine délimité par les conditions initiales
extr̂emes et la valeur d’équilibre y∗ 6.

Il est clair, d’apr̀es la condition (10.55), que l’on aurait intér̂et à choisirι = 0, θ = 1 pour
augmenter le pas de temps admissible, mais il pourraitêtre opportun de choisir d’autres valeurs
pour accrôıtre la pŕecision.

5 Comme pŕećedemment, pour la clarté de l’́ecriture, nous avons omis d’indiquer l’indicen.
6 Si le second membre est négatif, il est sous-entendu que le pas de temps est illimité !
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A titre d’exemple, nous pouvons considérer une loi logistique pour la croissance d’une espèce
biologique d́etermińee : (en variables adimensionnelles)

Py = y, (10.56)

Dy = y2, (10.57)

y∗ = 1, (10.58)

∆tmax =
1

ymax(1 − θ) + ι
. (10.59)

Ainsi, nous pouvons augmenter le pas de temps en diminuantι ou en augmentantθ. De m̂eme,
pour l’équation de l’́energie cińetique turbulente (adimensionnelle)k, nous avons

P k =
√

k, (10.60)

Dk = k3/2, (10.61)

k∗ = 1, (10.62)

∆tmax = min

[

1√
kmax(1 − θ) + ι√

kmax

,
1√

kmin(1 − θ) + ι√
kmin

]

. (10.63)

Terme de diffusion

La discŕetisation spatiale des flux diffusifs s’écrit naturellement comme

J

(

zk −
∆zk

2

)

= −λ̃
y
ki

(

yk − yk−1

)

(∆zk + ∆zk−1) /2
(10.64)

où nous avons d́esigńe parλ̃
y
ki

la valeur du coefficient de diffusioǹa l’interface entre la maille
k − 1 et k.7. Ceci montre que l’on a intér̂et à d́efinir les coefficients de diffusion aux interfaces
entre les mailles. Quantà la discŕetisation temporelle, nous pouvons prendre un schéma implicite
caract́eriśe par un taux d’implicit́eα de sorte que l’ońecrit

ȳn+1
k = ȳn

k + ∆tQy − ∆t

∆zk
(

α

[

−λ̃
y
k+1i

(

yn+1
k+1 − yn+1

k

)

(∆zk + ∆zk+1) /2
+ λ̃

y
ki

(

yn+1
k − yn+1

k−1

)

(∆zk + ∆zk−1) /2

]

+ (1 − α)

[

−λ̃
y
k+1i

(

yn
k+1 − yn

k

)

(∆zk + ∆zk+1) /2
+ λ̃

y
ki

(

yn
k − yn

k−1

)

(∆zk + ∆zk−1) /2

])

(10.65)

où nous pouvons remplacer les valeurs locales par leur valeurs moyennes sur la maille corres-
pondante.

La discŕetisation donne donc lieùa la ŕesolution d’un syst̀eme lińeaire tridiagonal, que l’on
résoudra par l’algorithme classique de décomposition LU des matrices bandes (voir annexe).

7 Cette interface ne se trouveà mi-distance entre les centres des mailles adjacentes que pour une grille uniforme.
Par contre, le centre des mailles se trouve toujoursà mi-distance entre les deux interfaces avec les mailles adjacentes.



88 CHAPTER 10. MOD̀ELE 1D

Terme de Coriolis

Si nous consid́erons le syst̀eme

du

dt
= −fe3Λu, (10.66)

nous pouvons facilement montrer que

d‖u‖2

dt
= 0, (10.67)

Une des caractéristiques de la force de Coriolis est donc que son travail mécanique est nul. Il
ne faudrait donc pas que la discrétisation nuḿerique cŕee un travail ḿecanique systématique. Il est
aiśe de constater que la discrétisation simple

un+1 = un − f∆te3Λun, (10.68)

va engendrer une vitesse dont la norme ne cesse d’augmenter.Nous pouvonśeliminer le probl̀eme
en ajoutant un terme de friction numérique ajust́e pour que le travail ḿecanique total soit nul. En
effet en consid́erant le sch́ema

un+1 = un − f∆te3Λun − ∆tKfu
n+1, (10.69)

Kf ≡
√

1 + f 2∆t2 − 1

∆t
. (10.70)

qui n’est qu’un cas particulier de

un+1 = aun − be3Λun, (10.71)

dont la solution s’́ecrit

un = (
√

a2 + b2)n
{

u0 cos(n∆tωN) − (e3Λu0) sin(n∆tωN)
}

, (10.72)

ωN ≡ 1

∆t
atan

(

b

a

)

. (10.73)

et le sch́ema conserve l’énergie si

a =
1

1 + ∆tKf

, (10.74)

b =
f∆t

1 + ∆tKf

, (10.75)

Si ajouter un terme de friction artificiel nous heurte, nous pouvons aussi discrétiser le terme de
Coriolis de la manìere suivante
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un+1 = un + f∆tvn, (10.76)

vn+1 = vn − f∆tun+1, (10.77)

vn+2 = vn+1 − f∆tun+1, (10.78)

un+2 = un+1 + f∆tvn+2, (10.79)

Ce dernier sch́ema consiste donc̀a simplement utiliser dans le terme de Coriolis l’information la
plus ŕecente ! Afin de conserver une symétrie dans le calcul, l’ordre de calcul deu etv est inverśe
à chaque it́eration.

Simulations

En partant d’une situation initiale stratifiée, simuler l’effet d’un coup de vent. Comparer aux
résultats analytiques.

Oscillations d’inertie du transport

En partant de l’́equation (??) avecτ b = 0, trouver une solution instationnaire en appliquant
par exemple la ḿethode de Laplace et en prenant comme cas particulierτ s = τ s

0γ(t) où τ s
0 est une

constante etγ(t) la fonction de Heavyside. Dans ce cas, montrer que l’oscillation d’inertie fait que
le vecteurW tourne autour de sa valeur d’équilibre.

Oscillations amorties du transport

Reprendre le problème 21 , mais avecτ b = δW. Estimer la valeur deδ. Est-ce une valeur
réelle ou complexe ?

Structure verticale stationnaire pour ν̃ constant

Reprendre les problèmes?? et ?? mais pour un oćeanà profondeur finieh. Monter que la
solution est un matching des solutions préćedentes. Faites apparaı̂tre le nombre d’EkmanEv =
2ν̃
fh2 .

Solution instationnaire

Calculer les valeurs propres et fonctions propres de (??) pour les deux cas suivants

ν̃ = ν̃0 (10.80)

ν̃ = ν̃0
h + x3

h

(

1 − 0.5
h + x3

h

)

(10.81)

où ν̃0 est une constante.
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Solution instationnaire pour un océan de profondeur infinie

Reprendre le problème??, mais pour un oćean de profondeur infinie partant du repos et avec
un coefficient de diffusion constant. Montrer que la solution pour le vecteur vitesse en surface peut
s’exprimer en fonction des intégrales de Fresnel.

Spirale d’Ekman dans le cas d’une couche logarithmique de fond

Chercher la solution de l’équation (??) où ν̃ = u∗Kz.

Ekman pumping

En faisant le bilan de masse pour la situation décrite par la (??), calculer la vitesse verticale et
retrouver (??).

Calcul de la vitesse vertical au-dessus de la couche d’Ekman d’un fond inclin é

A partir du profil de vitesses de la couche d’Ekman du fond (??), calculer la vitesse verticale
en fonction du champ du courant géostrophique au-dessus d’un fondz = −h(x, y). Montrer que

ub
3 =

√

ν̃

2f
e3 · (∇Λug) − ug · ∇h (10.82)

Interpŕeter.

Interpr étation de l’Ekman pumping au fond

A partir de (??), calculer le transport dans la direction parallèle au courant ǵeostrophique
et perpendiculaire au courant géostrophique. Calculer ensuite la quantité entrantèa travers une
courbe ferḿee dans un plan horizontal. Montrer que la contribution du flux parall̀ele au courant
géostrophique s’annulle et que seule la composante perpendiculaire donne un effet net non nul.
Ensuite, en invoquant la conservation de la masse et le caractère arbitraire de la courbe sur laquelle
on int̀egre, montrer que la vitesse verticale est bien donnée par (??).

Force de Coriolis

Examiner la discŕetisation suivante du terme de Coriolis

un+1 = un − f∆te3Λ{(1 − β)un + βun+1} (10.83)

Quel est le comportement de la solution discrète en fonction de la valeur deβ ?
Quel est le probl̀eme si l’on veut ǵeńeraliser ce sch́emaà une discŕetisation 1D ?

Conditions de stabilité numérique

Trouver la condition de stabilité du sch́ema de diffusion, dans le cas où les mailles sont uni-
formes et les coefficients de diffusion sont constants. Comment pourrait-on ajouter un terme de
migration (vitesse verticale imposée) au sch́ema ? Quelle serait la condition de stabilité ?
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Conditions de stabilité numérique

Examiner la stabilit́e du sch́ema (10.76) - (10.79) et montrer qu’il est stable si et seulement si
f 2∆t2 ≤ 1.
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Modèle de vorticité 2D
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Une étude ŕepandue parmi les océanographes est celle basée sur la vorticit́e. Nous allons en
présenter une version simplifiée qui montrera notamment l’effetβ et la ’western intensification’
due aux ondes de Rossby. Nous allons enécrire leséquations et discuter quelques détails de
la résolution nuḿerique sur un ordinateur vectoriel. Une application dans uncas plus ou moins
réaliste servira alors de test du schéma.

11.1 Equations

Nous avons d́ejà montŕe (cfr. ??) que leséquations hydrodynamiques peuventêtre int́egŕees
selon la verticale entre deux couches imperméables (pas ńecessairement le fond et la surface), pour
donner deśequations pour le transport

∂H

∂t
+ ∇h · (Hu) = 0, (11.1)

∂Hu

∂t
+ ∇h · (Huu) + fe3ΛHu = B − H∇hqs + τ

s − τ
b + κ̃∆h(Hu). (11.2)

où H est la hauteur sur laquelle nous avons intégŕe,
B un terme qui tient compte de l’effet de différence de densité (barocline),
τ

s, τ
b sont respectivement les tensions en surface et en bas de la couche,

κ̃ est un coefficient de diffusion tenant compte de l’effet cisaillant ,
qs est la valeur de la pression géńeraliśee en surface.

Pour l’étude que nous allons effectuer, nous utilisons l’approximation du rigid-lid qui consiste
à ńegliger ∂H

∂t
dans (11.1) et d’évaluerH ∼ h. Nous avons d́ejà montŕe (??) que c’est une appro-

ximation valable si nous nous intéressons aux grandeséchelles de temps et que nous voulons en
fait filtrer les ondes de gravité de surface rapides. Pour pouvoir négliger ce terme, il faut en effet
que le nombre sans dimensionεζ satisfasse

εζ = Ro

(

L

RE

)2

=
ULf

gh
¿ 1, (11.3)

où Ro, RE sont le nombre de Rossby et le rayon de déformation externe de Rossby définis aupar-
avant.

Nous pouvons donc définir une fonction de courantψ telle que

Hu = −∂ψ

∂y
, (11.4)

Hv =
∂ψ

∂x
. (11.5)

Nous pouvons aussi définir la vorticit́e du transportω

ω =
∂Hv

∂x
− ∂Hu

∂y
. (11.6)
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La définition de la fonction de courantψ nous assure que l’équation (11.1) est toujours satisfaite
et il ne reste plus que l’équation (11.2) que nous pouvons transformer en uneéquation pour la
vorticité en en prenant le rotationnel et en le projetant sur la verticale

∂ω

∂t
+

1

h
J (ψ, ω) +

2

h2
J (h, ψ)∇2

hψ +
∂ψ

∂x
β = −J (h, qs) + e3 · (∇hΛB + ∇hΛτ

s − ∇hΛτ
b)

+κ̃∆hω.

(11.7)

Pourétablir cettéequation, nous avons négligé les variations de profondeur d’ordre supérieur
aux gradients.

Si B et τ
s sont des donńees du probl̀eme,qs, τ

b dépendent eux de l’écoulement. Or, leur
influence dans l’́equation (11.7) n’est pas dominante (faibles variations deprofondeur et peu de
frottements au fond d’un océan profond) et nous pouvons les approximer par les considérations
suivantes.

On sait qu’̀a grandéechelle, l’́ecoulement devient quasi-géostrophique. Il semble donc naturel
d’approximer le terme inconnuJ (h, qs) en liant les d́erivées deqs aux vitesses par la relation
géostrophique

fHv ∼ −H
∂qs

∂x
+ Fx ∼ −f

∂ψ

∂x
, (11.8)

fHu ∼ −H
∂qs

∂y
+ Fy ∼ −f

∂ψ

∂y
. (11.9)

(F est la somme des forces externes, vent et force barocline). En négligeant comme avant les
variations d’ordre suṕerieur de la profondeur, nous pouvons doncévaluer

−J (h, qs) ∼ −f

h
J (h, ψ) − 1

h

(

Fy
∂h

∂x
− Fx

∂h

∂y

)

, (11.10)

terme dans lequelf peutêtre gard́e constant.
En ce qui concerne le frottement au fond, nous pouvons l’estimer à partir des ŕesultats de

la couche d’Ekman sur le fond (voir??). Nous y avions vu que la tension déduiteà partir de
l’ écoulement ǵeostrophique en dehors de la mince couche limiteétait tourńee d’un angleθ proche
de 45◦ par rapportà la vitesse ǵeostrophique et́etait donńee par une fonction d́ependant de la
vitesse ǵeostrophique (assimiléeà la vitesse moyenne puisque la couche d’Ekman est une mince
couche limite par rapport̀a toute la hauteur de la couche d’eau) et d’un angleθ plus petit que45◦

pour unécoulement turbulent. On peut aussi trouver la forme de la couche d’Ekman sur un plan in-
cliné et ainsi calculer le frottement en fonction de la topographie locale, de la vitesse géostrophique
et de l’angleθ : τ

b = g(θ,H,u) ∼ g(θ, h, ψ). En prenant le rotationnel, nous pouvons exprimer
finalement tous les termes en fonction des inconnuesψ, ω et des donńees externesH ∼ h, B, τ

s,
θ, β, f , κ̃. En particulier, en prenant la solution de la couche d’Ekmanau fond du chapitre??,
nous avons

(

∇hΛτ
b
)

· e3 =

√

ν̃f

2

(

∂vg

∂x
− ∂ug

∂y

)

= δE
f

2

{

1

H
∇2

hψ − 1

H2
(∇hH) · (∇hψ)

}

, (11.11)

où δE =
√

2ν̃
f

est la hauteur de la couche d’Ekman du fond.
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L’ équation (11.7) ne possède donc plus que deux inconnuesψ, ω qui peuvent cependantêtre
reliées entre elles par la définition (11.4)-(11.6) pour livrer une secondeéquation

∆hψ = ω. (11.12)

D’autre part, si on ńeglige la variation spatiale de la topographie et de la densité, l’équation
(11.7) se simplifie en (11.13)

∂ω

∂t
+

1

h
J (ψ, ω) +

∂ψ

∂x
β = e3 · (∇hΛτ

s) − δE
f

2h
ω + κ̃∆hω. (11.13)

11.2 Méthodes nuḿeriques

Leséquations (11.7) et (11.12) sont en géńeral impossibles̀a ŕesoudre analytiquement et nous
allons donc d́evelopper des ḿethodes de résolution nuḿerique susceptibles de servir dans des
probl̀emes plus complexes.

11.2.1 Jacobien d’Arakawa

Arakawa a montŕe que la bonne discrétisation du Jacobien peutéviter des erreurs physiques. Il
est parti des diff́erentes possibilités d’́ecrire l’expression du Jacobien

J (α, β) =
∂α

∂x

∂β

∂y
− ∂β

∂x

∂α

∂y
(11.14)

=
∂

∂x

(

α
∂β

∂y

)

− ∂

∂y

(

α
∂β

∂x

)

(11.15)

=
∂

∂y

(

β
∂α

∂x

)

− ∂

∂x

(

β
∂α

∂y

)

(11.16)

=
1

2r

{(

∂α

∂x
− r

∂α

∂y

)(

∂β

∂x
+ r

∂β

∂y

)

−
(

∂β

∂x
− r

∂β

∂y

)(

∂α

∂x
+ r

∂α

∂y

)}

(11.17)

L’expression (11.17) du Jacobien est directement inspirée d’un changement de variables défini
comme suit

η = x − y

r
(11.18)

ξ = x +
y

r
(11.19)

Dans ce cas, nous avons en effet

∂

∂η
=

1

2

(

∂

∂x
− r

∂

∂y

)

, (11.20)

∂

∂ξ
=

1

2

(

∂

∂x
+ r

∂

∂y

)

, (11.21)

et

J (α, β) =
2

r

{

∂α

∂η

∂β

∂ξ
− ∂α

∂ξ

∂β

∂η

}

. (11.22)
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Nous pouvons donc discrétiser le Jacobien sans problème selon une des formules (11.14)-
(11.17) 1

(11.14) donne

J ++ =
1

4∆x∆y

{

(αi+1,j −αi−1,j)(βi,j+1 −βi,j−1)− (αi,j+1 −αi,j−1)(βi+1,j −βi−1,j)
}

, (11.23)

(11.15) donne

J +× =
1

4∆x∆y

{

αi+1,j(βi+1,j+1 − βi+1,j−1)

− αi−1,j(βi−1,j+1 − βi−1,j−1)

− αi,j+1(βi+1,j+1 − βi−1,j+1)

+ αi,j−1(βi+1,j−1 − βi−1,j−1)

}

,

(11.24)

(11.16) donne

J ×+ =
1

4∆x∆y

{

βi,j+1(αi+1,j+1 − αi−1,j+1)

− βi,j−1(αi+1,j−1 − αi−1,j−1)

− βi+1,j(αi+1,j+1 − αi+1,j−1)

+ βi−1,j(αi−1,j+1 − αi−1,j−1)

}

,

(11.25)

alors que pour que la dernière formule (11.17) soit utile, il faut les iso-η et iso-ξ passent par les
points discrets : il faut donc prendrer = ∆y

∆x
, auquel cas le Jacobien discrétiśe selon (11.22) se

présente comme

J ×× =
1

8∆x∆y

{

(αi+1,j−1 − αi−1,j+1)(βi+1,j+1 − βi−1,j−1)

− (αi+1,j+1 − αi−1,j−1)(βi+1,j−1 − βi−1,j+1)
}

.

(11.26)

En d́efinitive, une forme valable pour le Jacobien, se basant uniquement sur les points qui
l’entourent directement (facilité pour les conditions limites), est la suivante

J d = aJ ++ + bJ ×+ + cJ +× + dJ ××, a + b + c + d = 1 (11.27)

Le choix des param̀etresa+b+c+d nous donne la possibilité d’inclure des exigences mathématiques
suppĺementaires̀a l’exigence de la consistance. Par exemple,J ++ et J ×× vérifientJ (α, β) =
−J (β, α), alors queJ +×,J ×+ ne v́erifient pas cette propriét́e. Par contre, si nous prenonsb = c,
le Jacobien discrétiśe selon (11.27) satisfaità cette propríet́e math́ematique.

1 Le premier signe au dessus duJ indique la position de point òu l’on évalueα, le second la position òu l’on
prendβ : par exemple,J +× prendα sur l’horizontale et la verticale, alors queβ est pris sur les obliques (x =
x0 + i∆x; y = y0 + j∆y.)
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Figure 11.1 : Jacobien en axes obliques.

11.2.2 Laplacien discret

Tout comme dans le paragraphe préćedent, nous pouvons discrétiser le Laplacien d’une fonc-
tion α de différentes manières

∆+ =
1

∆x2
(αi+1,j + αi−1,j − 2αi,j) +

1

∆y2
(αi,j+1 + αi,j−1 − 2αi,j), (11.28)

∆× =
1

2∆x2
(αi+1,j+1 + αi−1,j+1 + αi+1,j−1 + αi−1,j−1 − 4αi,j) , (11.29)

mais cette dernière expression (11.29) n’étant ŕealisable et consistante que pour∆x = ∆y. On
peut donćecrire le Laplacien comme

∆d = (1 − e)∆+ + e∆×, (11.30)

où l’on prende = 0 si ∆x 6= ∆y.

11.2.3 Sch́ema d’Euler

Pour la ŕesolution temporelle, nous proposons le schéma explicite simple d’Euler, c’est-à-dire
que nous calculons

ωn+1
i,j − ωn

i,j

∆t
= −1

h
J d(ψn

i,j, ω
n
i,j) + κ̃∆dωn

i,j −
β

2∆x
(ψn

i+1,j − ψn
i−1,j)

+ e3 · (∇hΛτ
s) − δE

2H
f

{

αωn+1
i,j + (1 − α)ωn

i,j

}

,

(11.31)

∆dψn+1
i,j = ωn+1

i,j . (11.32)

Rien n’emp̂eche d’envisager d’autres schémas temporels ou spatiaux tels que les méthodes im-
plicites, semi-implicites,̀a directions alterńees implicites,̀a plusieurs pas de temps etc.
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Figure 11.2 : Vectorisation.

11.2.4 Surrelaxation Red - Black, Gradient Conjuǵe, FFT, Multigrille

Pour ŕesoudre (11.32), nous nous astreignons au cas où e = 0. Dans ce cas, les ḿethodes
de ŕesolution de (11.32) sont nombreuses et performantes. Il faut en effet remarquer que cette
équation doit̂etre ŕesolueà chaque pas de temps. Pour la résolution du système lińeaire (11.32),
la méthode la plus performante imaginable est une méthode qui a un nombre d’opérations propor-
tionnel au nombre d’inconnues N. On sait que la méthode de Gauss-Seidel nécessitèa peu pr̀es N
itérations pour converger et le nombre d’opérations est donc de N2. La méthode de Gauss-Seidel
avec surrelaxation optimale converge, quantà elle, en N1/2 itérations et le nombre d’opérations est
proportionnel̀a N3/2 .

Pour des ǵeoḿetries simples, le param̀etre de surrelaxation optimal peutêtre obtenu analy-
tiquement alors que dans une géoḿetrie plus compliqúee, on peut l’optimiser le long des itérations
temporelles ou le calculer numériquement au d́epart.

Cependant, l’av̀enement d’ordinateurs vectoriels demande de revoir quelque peu les crit̀eres
de choix des ḿethodes de résolution. En effet un programme qui, sur un ordinateur classique,
est plus lent qu’un autre, peutêtre plus rapide sur un ordinateur vectoriel parce qu’il permet une
vectorisation efficace. Explicitons ce qu’on entend par vectorisation : dans un ordinateur clas-
sique śequentiel, le processeur effectue une opération apr̀es l’autre, m̂eme si les oṕerations suc-
cessives sont ind́ependantes; ce qui a poussé les chercheurs̀a penser̀a des architectures pouvant
en quelque sorte effectuer plusieurs opérationsà la fois. Une ḿethode consiste alors̀a mettre au
travail plusieurs processeursà la fois (paralĺelisation) ou de faire commencer au processeur une
nouvelle oṕeration avant qu’il n’ait fini celle (s) en cours (vectorisation). Nous allons expliciter la
vectorisation. En fait, pour que le processeur puisse commencer une nouvelle oṕeration avant la
fin d’une autre, il faut que chaque opération soit subdiviśee en plusieurs sous-opérations, chaque
sous-oṕeration pouvant̂etre effectúee ” en une fois (en un cycle d’horloge) ”; schématiquement :
voir (figure11.2).

L’utilisateur verra donc (après un temps d’initialisation) sortir un résultat complet̀a chaque
cycle au lieu d’un ŕesultat tous lesn cycles (n est le nombre de sous-opérations de l’oṕeration).
Le gain peut donĉetre consid́erable. Cependant, pour pouvoir faire ce chaı̂nage, il faut satisfaire
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Figure 11.3 : Itérations du red-black. Points balayés durant les it́erations paires (•) et impaires (♦).

quelques conditions :

1. il faut que les calculs soient organisés dans une boucle;

2. il ne faut pas que le calcul soit interrompu par une opération avec le système d’entŕee-sortie
(pas de read - write dans la boucle);

3. il faut que les calculs dans la boucle soient indépendants, c’est-à-dire que le processeur
puisse commencer l’opération sur les oṕerandes suivantes sans avoir besoin du résultat des
opérations en cours.

Il est donc clair que les ḿethodes de résolution ŕecurrentes (tel que Gauss-Seidel) ne sont pas
vectorisables dans leur version originale. Par contre, lesméthodes telles que Jacobi le sont par
le caract̀ere explicite des it́erations. On a donc imaginé des ḿethodes de résolution combinant
les deux techniques : la ḿethode de RED-BLACK consiste, par exemple,à balayer deux fois le
domaine selon la stratégie suivante.

On voit aiśement que, proćedant de cette façon, les calculs sont indépendants, m̂eme si on
remplace directement les nouvelles valeurs dans l’ancienne matrice.

Une autre ḿethode couramment utilisée pour la ŕesolution de systèmes lińeaires creux est
baśee sur la minimisation nuḿerique d’une fonctionnelle construiteà partir du syst̀eme lińeaireà
résoudre. Ce sont les méthodes de gradient ou de gradient conjugué qui convergent plus rapidement
que les ḿethodes de surrelaxation mais demandent plus de calculs paritération. D’autres ḿethodes
encore sont basées sur une d́ecomposition en modes de Fourier discrets sur une grille régulìere, et
la méthode la plus performante dans ce cas académique est celle basée sur une ḿethode de sur-
relaxation sur des grilles imbriquées de plus en plus fines (multigrilles). A ce sujet, voir p. ex.
[?].

11.2.5 Conditions limites aux ĉotes

Si la condition d’imperḿeabilit́e des ĉotes est facilement imposée

ψ = C, (11.33)
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la condition d’annulation de la vitesse tangentielle est moins évidente. Il faudrait en fait imposer
que

∂ψ

∂n
= 0. (11.34)

Il faut traduire cette condition mathématique (11.34) en une condition limite numérique pour
ω. Or, si par exemple, nous nous approchons d’une côte eni = I, nous avons

ωI,j =
1

∆x2
(ψI+1,j + ψI−1,j − 2ψI,j) +

1

∆y2
(ψI,j+1 + ψI,j−1 − 2ψI,j). (11.35)

Or, le long de la ĉote, ψ est constant et selon la normale nous pouvons discrétiser (11.34)
commeψI−1,j = ψI+1,j. Nous avons donc la condition limite pourω à chaque pas de temps

ωI,j =
2

∆x2
(ψI+1,j − ψI,j), (11.36)

et semblablement pour les autres côtes.

11.2.6 Conditions de stabilit́e numérique

Le sch́ema de ŕesolutionétant sugǵeŕe, il faudrait encore eńetudier la stabilit́e. En toute
géńeralit́e, ceci est trop difficile, et nous nous limiteronsà quelques cas simples.

Sch́ema de diffusion

Si nous ne retenons que le terme de diffusion et de dérivée temporelle dans l’équation (11.7),
poure = 0, une analyse de stabilité de Von Neumann fournit la condition de stabilité

κ̃∆t

(

1

∆x2
+

1

∆y2

)

≤ 1

2
. (11.37)

Cependant, pouŕeviter des oscillations non-physiques il est nécessaire d’avoir

κ̃∆t

(

1

∆x2
+

1

∆y2

)

≤ 1

4
. (11.38)

Advection par le Jacobien

Si, sur un domaine, on aα ou β constant le long des frontières, il est aiśe de montrer̀a partir
des expressions (11.15)-(11.16) que

J (α, β) = 0, (11.39)

αJ (α, β) = 0, (11.40)

βJ (α, β) = 0, (11.41)
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où¯désigne l’int́egrale sur le domaine en question.

A partir de ces propriét́es, on peut alors montrer que pour l’écoulement ŕegi par

∂ω

∂t
+ J (ψ, ω) = 0, (11.42)

∆hψ = ω. (11.43)

les quantit́es suivantes sont conservées dans un domaine où il n’y a pas de flux entrant ou sortant

ω = ∆hψ (11.44)

2T = (∆hψ)2 (11.45)

2V = ω2 = (∆hψ)2 (11.46)

Si le sch́ema nuḿerique utiliśe pour ŕesoudre (11.42)-(11.43) satisfait les mêmes conditions intégrales,
alors on est assuré que le sch́ema est coh́erent avec les processus physiques. Arakawa [?] a montŕe
que c’est le cas si on utilisea = b = c, d = 0. Pour des raisons de précision, il est cependant
recommand́e de ne pas violer la condition de Courant-Friedrichs-Levy (CFL) : U∆t

∆x
< 1

2
.

11.2.7 Conditions initiales

Une possibilit́e est de partir du repos ou de la solution stationnaire (dueà Munk) du probl̀eme
à faible nombre de Reynolds (problème lińeaire)

ψ(x, y) = φ(x) sin
(

π
y

L

)

, (11.47)

oùφ(x) doit satisfaire alors unéequation diff́erentielle ordinaire du quatrième ordre non-homogène
à coefficients constants.

11.3 Application

Calcul nuḿerique de la solution de (11.12) - (11.13)
Calculer la vitesse caractéristiqueU = τ

hf
, U = τ

hβL
, et le nombre de Reynolds associé à la

seconde vitesse caractéristique (plus grande que la première, par ailleurs).
Trouver des longueurs caractéristiques incluses dans leséquations,́evaluer les et en d́eduire le

pas de la maille nuḿerique ad́equat.
Choisir une ḿethode de ŕesolution rapide de l’équation de Poisson. S’il s’agit d’une méthode

itérative, donner et justifier le critère d’arr̂et des it́erations.
Choisir un pas de temps adapté au sch́ema nuḿerique et aux processus physiques.
Donńees

Lx ∼ 1000 km, (11.48)

β ∼ 10−11 m−1s−1, (11.49)

τx = −0.610−4 cos(πy/L) m2s−2; τy = 0, (11.50)

H ∼ 100 − 1000 m, (11.51)

δE ∼ 10 m (11.52)
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Etudier plusieurs Reynolds différents (2-70).
Commenter en utilisant la notion d’ondes de Rossby barotropes. 2

Simulations facultatives :
1 ) voir si une variation de topographie induit le même effet que l’effetβ, et comment varie

la solution si on ouvre les frontières au sud et au nord (quelles sont les conditions limitesà appli-
quer ?)

2 ) Positionner un cyclone (ou anticyclone) au centre du domaine et laisseŕevoluer le syst̀eme
non forće à grand nombre de Reynolds. Que se passe-t-il et pourquoi ?

Exercice

Solution de Stommel

Si nous nous int́eressons aux́ecoulements̀a tr̀es grandéechelle, l’́equation, ŕeduiteà ses termes
dominants, devient

∂ψ

∂x
β = e3 · (∇hΛτ

s) (11.53)

avec le vent proposé dans l’application 11.3, cela permet de calculer la fonction de courant̀a une
fonctionf(y) près. Cette fonction ne permet pas de satisfaire deux conditions aux limites. Montrer
que le probl̀eme est un problème de couches limites. Calculer la solution dans la couche limite en
supposant que le terme de friction au fond y joue un rôle important avec l’effetβ. Montrer par la
conservation de la masse d’eau que la couche limite doit se situerà la frontìereà gauche.

Montrer que la solution combinée s’́ecrit

ψ =
Lx

β

∂τ s
x

∂y

[

1 − x

Lx

− e
−2β

f
H
δE

x

]

(11.54)

2 solutions du type onde de (11.13) réduità : ∂∆hψ
∂t

+ ∂ψ
∂x

β = 0.
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Figure 11.4 : Solution de Stommel.
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