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10 CHAPTER 1. HISTOIRE

1.1 Evolution des moeles mattematiques

Comme beaucoup detdeloppements, les preanes ickes de moglisation matbmatique on
vu le jour en ngteorologie pludt qu’en o@anographie. Ainsi, I'historique de la m&ldation
des o&@ans commence en@atorologie et nous pouvons @voquer les points marquants. Le
concept de moglisation par les lois physiqueseée introduit en néteorologie au dbut du skcle
[?], et I'idée d’'une pevision du temps partir de la connaissance de conditions initiales et des
lois d’évolution est identiBe. [kja a cetteepoque, la notion de f@tre spectrale appatadans le
sens que I'on suppose que les loecdvant les processugpendent de &chellea laquelle I'on
s’intéresse. Notons ga’'cetteepoque Poincé&rremet en question cettetiel en posant le pradrine
de la pEcision sur les conditions initiales et la difficeide pevisions due au caraae chaotique
de I'atmospkre [?]. Cette difficuleé fondamentale n'@te rececouvert que bien plus tar@,[?],
et entretemps, on estimait pouvoireegire le tempstant doné son caraétre ceterministe. On
s’attache donc au @thodes de @vision par les lois de la physique, mais rapidement estrappa
probleme pratique de lasolution degquations et la@cessi de pouvoir conduire les calculs de
facon suffisemment prise et rapide powtre d’'une utilie quelconque en pratiqu@][ Devant les
difficultés au l'irr éalisme des approches analytiquesdédi’approximation nugérique a fait son
apparition P]. Ainsi, le premier essai de @vision neteorologique bas sur une dis@tisation est
attribueea Richardson, qui en 1922 avait cakeal la main Ievolution de deux colonnes d’air en
fonction de vents mesés et d’un algorithme de disgtisation simple de &volution de la masse
d’air.

Il m’a fallu une bonne partie de six semaines pour remplirfeesulaires de cal-
cul etétablir la nouvelle distribution dans deux colonnes vatés, pour la prerere
fois. Mon bureatgtait un tas de foin dans un froid cantonnement en retraiec/le
I'entrainement, le travail d’un calculateur moyen pourrait allEnsdoute dix fois plus
vite. Avec un pas de temps de trois heures, alors trente{gEnsonnes pourraient cal-
culer exactement deux points de fagoavances la néme vitesse que le temps, sans
tenir compte du &s grand gain de vitesse que I'on constate invariablememtdjune
opération com- plexe est divée en parties plus simples, sur lesquelles des individus se
specialisent. Si les dimensions des carreaux éehiquier sont de 200 kiloatres sur
I'horizontale, il y aurait 3 200 colonnes sur la Terre ergi Comme dans leggions
tropicales le temps est souvent cormllavance, on peut consder qu’il y a 2 000
colonnes actives. De cette fagon, 32 x 2 000 = 64 000 cakwiaseraientécessaires
pour faire la course avec le temps sur la Terreazati C’est un hombre plot con-
sidérable. Sans doute, dans quelquesasnsera-t-il possible de simplifier le éama

de calcul. Mais, de toute fagcon, I'organisation qui esp®e est celle d'une fabrique
de pévisions centralise pour I'ensemble de la Terre, ou pour des partiesdiesipar
des fronteres @l le temps est invariable, avec des calculateurs humamsadi®es
sur desequations diferentes. Esgrons pour eux qu'ils seronégulierement affeés

a de nouvelles ggrations. Apes un raisonnement aussi difficile, on peut sans doute
avoir un peu de fantaisie. Imaginons un immense hall en faten€atre, sauf que
les galeries et balcons y feraient un tour complet, occuiast la place é@voluea la
sene. Les murs de cet espace seraient peints po@seuer une carte de la Terre. Le
plafond repesenterait lesagions polaires septentrionales, I’Angleterre seraisdes
balcons, les tropiques dans les baignoires du haut, ' Alistau niveau des corbeilles
et '’Antarctique dans la fosse. Une myriade de calculatbureains sont au travail
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sur le temps de la partie de la cartgits siegent, mais chacun ne s’occupe que d’'une
équation ou d’une partie éguation. Le travail de chaquegion est coordorgpar un
employe de haut rang. De nombreux petits tableaux affichent lesirnsmisstantages

de facona ce que les calculateurs voisins puissent les lire. Chagudmoest ainsi
affiché dans trois niveaux adjacents, de fagamaintenir les communications avec le
Nord et le Sud sur la carte. Du plancher de la foseigé une haute tour qui atteint la
moitié de la hauteur du #tre. Elle porte une chaire sur son sommet: le responsable
de I'ensemble y est assis, entéutte plusieurs assistants et messagers. Une de ses
taches consiste maintenir une vitesse de progression constante dans testparties

du globe. De ce point de vue, il ressemble au chef d'un orchekint les instru-
ments seraient degglesa calcul et des machin@scalculer. Mais au lieu d’agiter une
baguette, il pointe un rayon lumineux rose en direction éggns en avance sur les
autres et un rayon bleu vers celles qui siofd trdne. Quatre emplds de haut niveau
collectent le temps au fur &t mesure qu'il est calcél et I'exgedienta I'aide d’'une
messagerie pneumatique vers une salle calmeapDikdera coé et £lephore vers la
station demission radio. Des messagers transportent les piles oheil@ires de cal-
cul usa@s vers un local d’archivage au sous-sol. Dansatimient voisin, un service
de recherche est instalbui invente des agtiorations. Mais il est @acessaire de faire
des essaia petiteéchelle avant de prédera des changements dans les algorithmes
utilisés dans le tkatre de calcul. Dans le sous-sol, un enthousiaste passerspsa
observer des tourbillons dans le liquide qui remplit un vess rotation, mais jusq&’
présent la rathode nurarique donne de meilleurgsultats. Dans un autrétiment
sont instalés les services financiers, courrier et administratif hikst A I'extérieur

se trouvent des terrains de jeux, des habitations, des gregaet des lacs, car on a
peng que ceux qui calculent le temps devraient pouvoir le resfibrement.

(d’apres la traduction dans ROCH93) Dans ce#satiption image, nous trouvonséah tous
les ingédients d’un sysime de pevision nun&rique, ce compris les notions de calculateur par-
allele ave@changes de messages, d’archivage de calculateaoimbges (type RISC) et déithes
superviseurs. Cependant, le nombre de calculateurs huregins par Richardson (64000 hommes
developpant moins que 0.1 Mflop) est loin du la puissance deitaécessaira ce jour (de I'ordre
tu Tera-flop) Il est inkressant de noter que le géoha qu'il a utili€ est nurdriguement instable
mais que la courte simulation effeéieleégard des ressources de calcul manuelles@amques
évitait de mettre cette instab#itenévidence.

L'id ée de pevision nun&rique est alors mis en veilleuse jusgliapparition d’outils de calculs
suffisemment rapides pour envisager une elegedictif. C'était le cas vers 1946, avec 'lENIAC
(Electronic Numerator Integrator Analyser and Computeitjalement instalk pour le calcul de
trajectoires de projectiles pendant la guerre et récgalsuite vers legtudes pour la bombe H.
Sous l'impulsion de Von Neumann, qui faisait partie du cotténscientifique supervisant le
développement de 'ENIAC et qui avait introduit la possi@élde le programmer, 'ENIAC devait
étre rendu accessible par destaorologistes afin d’entamer uneegliction du temps dans la lige
de Richardson. En vue des possiktitde calcul limiés de 'ENIAC (quelque 500 @pations par
seconde), des pannegduentes et I'abscence de calcul en virgule flottante, seurieun modle
barotrope limié aux Etats Unis a pétre utili®e pour des premres pevisions @but 1949 P]. Au
fur et a mesure que des machines plus performantes et plus fantlgegrammables ont fait
apparition, des magles de plus en plus sophist&gion vu le jour et on passa graduellemeedes
mockles baroclinesé@lelopges en 19537 et mis en route en 1955 sur un IBM701 (avec quelques
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milliers de Flops). Jusqu’en 1962 c’est cependant le@tebdarotrope qui reste le mele pour les
prévisions ogrationelles.

Lors de ces premieredeloppements de mekks nungriques, et on a vite consédes probémes
liés aux instabiléis nungriques, et un grand effortédé deploye pour rengdier aux prol#mes ren-
cont@és. Une élebre exgrience nurariqgue de PHIL5&tudiant I'instabilié barocline avait notem-
ment don® lieua une lente instabikt non-lireaire seulement explige en 19597]. Durant cette
période, de longs&@bats ont eu lieu sur la question s'il eséf@rable de construire un sema sta-
ble en toute circonstance mais potentiellement moiasipy @i au contraire favoriser les semas
a erreur de troncature minimale mais moins robustes MIYAQO.

La premere approche a conduit a@vkloppement de la diggtisation du terme d’advection
connue sous le nom de Jacobien d’Arakawa, en homraagmn inventeur A. Arakaw&]. Sa
disciétisation conserve deux quadstquadratiques en les variablesétdt, de sorte que les vari-
ables détat restent bogs et que le s@ma est stable. Curieusement, les raathticiens applices
de I'époque n’ont paste tres enthousiasteéspropos de ce sémaa leurs yeux trop img@cis. Le
livre de eférence en thodes num@riques pubk peu apes [?] ne mentionne r@me pas le s@éma
d’Arakawal

Alors que les moédles atmospériquesétaint en éveloppement et utilisation depuis une quin-
zaine d’anges, les premiers metks oceaniques sont apparus dans legessoixante, d’abord
en version barotrope?] et ensuite en version baroclineédjuations primitivesq]. A ce moment
un mockle auxéquations primitives pour I'atmosple existait depuis leébut des ankees soixante
SMAG58,Smag63

1960 primitive equation models: Smagorinsky

Now best model in Reading ECMWF (European Centre for Medium RaregMer Forecast)

Ocean: Sarkisyan first global prediction

K. Bryan 1963 first integration of barotropic ocean

[?] method to solve primitive equation model of ocean dynanmctuding topography and
simple turbulent closure schemes

20 years almost unmodified model, now developments (potgoms, free surface ...)

Meteorological still in advance (data assimilation). addservational network easier to imple-
ment and detect signals which are stronger and of largeg.scal

[?].

Les premiers mogles spectraux orétt cevelopg@s bien entendu pour les nmids atmo-
spteriques. En effet, I'absence de frams lagrales et la priodicitt du domaine conduit tout
naturellementa I'idée de éveloppement de solutions en termes de fonctions propirearsu
sprere. Comme I'ont @monté Orszag et ???, lesatihodes spectrales ongémgralement un com-
portement de convergence plus rapide que legmdiffces finis

Les ceveloppements nueniques spcifiques et adapsa chaque type de mete rendent aussi
de plus en plus difficile une modification majeure des codesattmil utilises. Ainsile GFDL n’a
pas voulu migrer son mede atmospérique vers un magle semi-Lagrangien (comme utéipar
ECMWEF) pour des raisons puremeaaonomiques.

Aujourd’hui, la plupart des mazes matbmatiques-nugriques ont atteint un tel degde
sophistication qu’il devient difficile pour un non&galiste d’en apgcier les avantages et in-
connients ainsi que les limites iatentes aux choix effedds. Lobjectif de cet oeuvre est de
qguelgue peu rendre cette cordpension plus accessible.

Les mocatles peuvenégalemengétre utilises pour @montrer que des metes de processus
linéaires teoriques sont capables de reproduire I'essentiel d'uregsaséel. En effet, engréral
les moekles lireaires ne s'appliquent cau'des processus de faible amplitude, souvent impossibles
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a cetecter dans la nature. Si un nedel nunérique non-liraire montre que les carédistiques
d’'un mockle linéraire restent d’application pour des amplitudes ol&ssyon a en quelque sorte
validé un moele conceptuel ligaire par un magle plus complexe. Ainsi, la &orie de I'instabilié
baroclineétait connue avant 1956, mais ce sont notamment le&riexgres nu@riques de Phillips
PHIL56 avec un moele quasi-gostrophiqué deux couches qui ont moatque le moéle repro-
duisait correctement les observations. Rellétait facile d’analyser lesesultats du mogle en
comparaison avec la&lorie lintaire pour constater que le mid lintaire pédit correctement la
limite de stabilie en fonction du cisaillement vertical et les flux des pertidns de dengit

Livre Robert...
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1.2 Evolution de la mocklisation et ressources informatiques

Evolution of computing power is exponential ! Now 1Gflop pengessor

Cray first real supercomputer which allowed first realistimdations. Cray now Silicon
Graphics

Now technological limitations for single processors: 1Gbams scales of less than 30cm for
data exchange! On the other hand heat problems. Also inpyihght now limited due to wave-
length of visible light.

How increase of speed is achieved?

First technological advances

Then modification of in and outputs to asynchronous versions

High level languages (FORTRAN for scientific operations isieathan assembler)

Architecture of CPU

Mermory, the faster, the more expensive. Least expensiagnetic tapes, then magnetic disc.

SISD Single instruction, single data

Vector machines arithmetic operations are in fact a sucmessf binary operation. Processor
treats already next set of operands while still working aghevious one. Needs vector data and
non-recursive data.

MIMD: Multiple instruction, multiple data:

shared-memory (Cray type), now switch connection probleralirsg linear up to 10-20 pro-
cessors because of memory access but "easy” programming.

distributed memory each processor has its own memory with fast access. When data of
others are needed, slower access and more difficult datasaaoessage passing and synchonisa-
tion must be programmed (PVM, MPI). Typical massively pafahachine.

IBM, HP, Sun, Compac, Silicon Graphics, Fujitsu-Nec: now coraton of the two technolo-
gies

[?] Climate modeling

1.3 Les particularités du systme marin

1.3.1 Rotation, stratification, inhomogniétes

1.3.2 Spectres et parametrisations
Rapport d’aspect
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2.1 Lois de conservations

2.2 Equations types pour les fluides de I'environnement
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3.1 Notions de diferences finies et dis@&tisation

Lorsque nous utilisons des malds sur un ordinateur, nous devoaaliser que ce dernier nest
pas capable de stocker des valeurs dune fonction en touwiendutrement dit, lordinateur ne
peut garder en @moire quun certain nombre de valeurs de la fonction en uainanombre de
points. Or, les lois ma#tmatiques gouvernent les sistes physiques ; eux font appel aux notions
de fonctions continues, ceatdire dont on peutvaluer la valeua nimporte quel endroit. Quand
nous passons doricun ordinateur, nous devons remplacer cette notion deié@ncontinue par
une notion de fonction disete que nous connaissons quen un certain nombre de poimsi, Al
sur le graphique deeference, nous voyons que la fonction f de x petnéévallee en un nombre
donre de points xi @ la valeur de la fonction vaut f de xi, cesteire f de i. Ce sont ces valeurs
de la fonction fi que lon peut stocker et calculer dans un atdur mais nous ne pourrons pas
calculer toutes les valeurs integdliaires entre deux points simplement parce que la fonction
tinue a une infinié de points sur lesquels on peut en calculer la valeur aladeguordinateurs
par construction ont une taille finie. & lors que lon a remplaaune fonction continue par un
ensemble de valeuesdes points dorés, va se poser le praivhe du calcul desativees. En effet,
mathtematiquement uneédivee est éfinie paréquation @ lincrement entre x et x + delta x va
tendre vers &ro. Or puisque nous ne connaissons pas la valeur de ladoratitous points, nous
ne pourrons pas faire tendre cette valeur de delta x @eospLisque nous ne connaissons la valeur
guen un point ? xi + delta x avec un delta x dénha notion de difrences finies vient alors tout
naturellemena lesprit, cesi-dire quen lieu et en place de léfohition de la @rivee ai le delta x
tend vers 2ro, nous utiliserons laédinition de la diference finie @ cette diference de fonction est
évallee pour un delta x fini et do@n Lobjectif est bien& de pouvoir remplacer dans leguations
matlematiques lesé&tivees par des diéirences finies puisque, si nous dons de cette sorta,|
connaissant la valeur de la fonction en un certain nombreuhget en remplacant legdvees par
des diferences finies justement en fonction de la valeur de la fom&n ce point, nous pouvons
essayer de calculer les difents termes duregjuation matematique écrivant lautre sysime. Les
choses ne sortvidemment pas aussi simples que cela en pratique. Il n¢ gaffide remplacer
partout les diferences finies de fagon brutale et pour un delta x quelcomgais au contraire, il
faudra @ployer toute uneésie de techniques pour utiliser les @éifénces finies de faconé@guate.
Le probEme majeuitant de conritre la valeur disate delta x que lon peut utiliser pour rem-
placer une érivée par une difrence finie sans faire une erreur trop grande lors de cettatign.

En effet, si nous imaginons la fonction de la figure @&rence, il est bien clair que selon la
valeur du delta x, lapproximation de l&iivée par une diffrence finie seraés bonne si le delta

X est beaucoup plus petit que la longueur typique sur lagjleetfionction varie. En effet, si delta
x est beaucoup plus grand que |, il est clair quedeasite entre les deux points x et x + delta x
sera une &s mauvaise approximation de larivee locale en x. Par contre, si le delta x devient
beaucoup plus petit que le |, nous voyons sur le graphiquéeggsEiuence ( ?) est uneés bonne
approximation de la&rivee, cest-dire la pente locale en x. Lerreur que lon fera en remplaca
les cerivées par des diéirences finies@pendra donc fortement dechelle delta x par rappoé
Iéchelle aux variations de la solution que lon cherchera.sNmwvons quantifier cette errear-I
en faisant apped la €rie de Taylor vue @edemment. Nous constatons en effet quen variables
adimensionnelles qui mesurent justement le delta x ou ka dgdar rapporfs une longueur car-
acéristique, si le delta x@passe cette longueur cagxistique, les difrents termes de l&se de
Taylor vont en croissant. La comguence de cette croissance desddits termes est que nous ne
pouvons pasé&gliger justement les termes suivants deflaes Autrement dit, laérie convergera
tres mal si le delta x est beaucoup plus grand que la longueacteastique. Dans ce cagslon
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obtiendra des &s mauvaisésultats en remplacant l&idvée par une difrence finie du premier
ordre puisque ceci revieatlaisser tomber les termes deridées ? dans uné&se de Taylor, terme
qui nest pas @&gligeable du tout quand le delta x d@ipar | devient grand. A linverse, si le delta
X est beaucoup plus petit que |, la longueur canastique, les difrents termes de l&se de
Taylor vont decroissants et nous pouvonséder relativementdt la €rie. Autrement dit, nous
pouvons remplacer ledvées par des diffrences finies. Eresung, pour pouvoir remplacer une
derivée par une difrence finie, il faut sassurer que lespacement discret quetilise soit suff-
isamment petit par rapport a@chelles de variations de la solution ou de la fonction quneséut
repiesenter. En pratique, cela ne sera pas toujours facile @assteci pour deux raisons. La
premire peugtre de niveau pratique, simplement parce que surtout s atilisons des espace-
ments tes Eduits, nous pouvons rapidement arrigeune demande deé&moire de lordinateur
trop importante. La deugme raison est plat dordre conceptuel. En effet, si nous voulons a
priori imposer que lespacement soit beaucoup plus petitajlemgueur typique des variations de
la fonction, il faudrait que lon connaisse cette longueuwvaeations. Or, t&s souvent, ce que
nous voulons calculer est justement la solutigprobEmes de sorte que nous ne connaissons pas
nécessairement a priori sa structure niaelselles.

3.2 Précision d’'une difference finie
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Equations 0D
Discrétisations d’Euler
Multistage

Troncature

Stiffness



Chapter 5

Equations aux cerivees partielles

25



26

5.1
5.2
5.3
5.4
5.5

CHAPTER 5. EQUATIONS AUX [ERIVEES PARTIELLES

Equations multi D

stabilité convergence
Dispersion et propagation
Volume fini et conservation

Application de conditions aux limites
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6.1 Diffusion 1D
6.2 Coriolis

6.3 Pression et surface libre

6.3.1 [Equation de poisson

6.3.2 Mode-splitting
6.4 Advection
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Dans ce chapitre, nous allonsdrement écrire les diferentes techniques némques utiles
pour la €alisation d'un code de calcul susceptible @saudre approximativement léguations
primitives 3D. Nous irégrons dans cette description les @iféintes formulations en termes de
syseémes de coordo@es puisqu’en dernier ressort, elles ne sont introduitespgqur faciliter
la discktisation ulérieure. En effet, comme il &€ vu au chapitre??, les équations de base
des moeles sont greralement formes sous forme vectorielle valable en tout &yst de co-
ordonrees. La esolution de€quations acessite cependant le passagan systme de coor-
donrees particulier. Ainsi le passageun systme de coordorées ca#sien est de mise quand il
s’agit de Esoudre analytiguement deguations simpliées. De rdame, le systme de coordoraes
spreriques est le sysime de coordorées de choix pour destudes sur uneéapnetrie spkeriqgue
comme la Terre. Quand nous voulogsoudre legquations de facon nuarique, nous devons
choisir un systme de coordoréges. On ne peut en effet calculer les valeurs des composhtntes
vecteur que si I'on a choisi un sgshe de coordorées. Il est claiégalement que le choix du
syseme de coordorées va conditionner le choix de€thodes nuriariques puisque la valeur des
composantesapendra du systne de coordorges choisi. Ainsi, si nous imaginons, par exem-
ple, un front qui se propage une vitesse dom@e, si nous avions un sgshe de coordor@es qui
bouge exactemerit la vitesse du front, dans ce Sste de coordorées, la solution gcrirait de
facon exttmement simple puisque dans ces @&ywts de coordomes, la situation serait &g.
Ceci mene tout naturellemerdt I'idée de choisir des syshes de coordom@es suivent au mieux
les propréetes physiques ouéprnetriques du prokme consiére. Dans la suite, nous passerons
en revue les diffrents systmes de coordo@es que les madisateurs choisissent habituellement
en essayant de mettre en avant les avantages et iwiemis des diéfrents sysgtmes. En vue de
I'anisotropie de€coulements marins, nous allons distinguer les coorgeserticales et horizon-
tales, ce qui se justifie d’autant plus que les processus $ldirection lagrale et verticale sont
de nature souventds differente.

Aussi le choix de garder une coord@mdans la direction de la gra¥itpas de projection de
forces importantes..... A FINIR

7.1 Changement de coordonees

7.1.1 Coordonrees laéerales

Parmi les coordoréres lagrales, nous avons, dans 'ordre croissant en complebas coor-
donrees ca#ésiennes, les coordoaes sphrigues, les coordomes curvilignes orthogonales et les
coordonres curvilignes non orthogonales.

Coordonnées carésiennes

L'expression des ggrateurs ma#ématiques est fortement simpdié lorsqu’on reste en coor-
donrees ca#siennes puisque les @ateurs de gradient, rotationnels, ... prennent leur dorm
habituelle simple. Dans ce cas, la detigation nurarique des orateurs est tout aussi naturelle et
rapidement mise en oeuvre. Si dans ce&yst de coordor@es, une grille nuérique uniforme est
choisie (voir sous-section 7.2.1), nous perdons touteilpitiss d’aligner la grille nurgrique sur
une topographie complexe ou ungstonene physique stable que I'on connaisse a priori. Aussi, le
choix des systmes de coordom@es ca#siens limite le moglea des prol@mes de taille faible par
rapporta la surface du globe.



7.1. CHANGEMENT DE COORDONHNES 31

Figure 7.1 : Plan

Coordonnées splkeriques

Comme, d’habitude, nous nousénéssons aux courandsla surface de la Terre, il est tout
a fait naturel de vouloir exprimer des composantes du vestéesse dans un sysnhe de coor-
donrees dont deux vecteurs de base sont tangelasurface de la Terre. Pour des coordeem
carésiennes, ce n’est possible qu’en se limitanine egion tes restreinte de la surface de la
Terre alors que, pour des coord@as sphriques, bien entendu, nous avons un&ys de coor-
donrees naturel pour la plate. Ce sys&tme de coordorées est donc le syshe de coordoraes
par excellence pour tous les préhbies globaux, que ce soit ergtorologie ou en gganographie.
En contre-partie du caraae naturel du sy8tme de coordorées, nous avons biedirsune com-
plexité accrue dans I'expression desogteurs ma@matiques. A titre d’exemple, nous pouvons
ecrire leséquations de quanéitde mouvement dans des coordees spbrigues comme suit :
Tout comme pour les coordo@es ca#ésiennes, si une grille uniforme est utléssdans ce sy&sine
de coordonaes, nous perdons la possil@lid’ajuster la grillea la geonetrie oua un processus
particulier. Nous rencontrerons aussi un pesbé au niveau deHfes puisque les coordoees
spteriques posdent un ple matlematiquea cet endroit. Egalement au®lgs, nous constatons
gue les lignes de coordoees néridiens se rapprochent de plus en plus de sorte qu’une grilt
forme en latitude/longitude sera une grille physique dasphce euclidien &s d&formée avec
une Esolution beaucoup plus fortegwrdes ples qua I'Equateur.
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projetes dans ces axes

ow w 1 OvcosA 1 Ou

E+2?+7’COS)\ o\ +rcos)\8_¢:0’ 7.
i—?%—%—%tanA—Qstm)\%—QQwCOS/\— prclos)\gz F¢ (7.2)
%—F%—F—Qtan)\—l—xlusm)\——%%—i—%, (7.3)

c;_z;)_u —:v —QQUCOS)\———%—Q—F%, (7.4)

ou %E%+TCZS)\88¢ Ua w%. (7.5)

Puisque la profondeur ces@ans est &s faible par rapport la distanceau centre de la terre, on
remplace @neeralement par le rayon moyem de la terre dans cesjuations. De i@me, il est
tout a fait licite de regliger le facteur gonetriguew /r devantow/or. On désigne alors par la
coordonree locale vertical mesée positivement vers le haatpartir de la surface de la mer On
obtient alors:

ow 1 OvcosA 1 Ou

g—i_acos)\ o\ +acos)\8_¢:07 (7.6)
%+%__tan)\_QQUSIH)\—'—ZQwCOS/\__paclos)\gz F¢ (7.7)
%4—%—1—EZtan/\—i-2Qusm)\——%%—l—FpA (7.8)

(2;: uQZv —QQUCOSA——%%—ZJ % (7.9)

ol 3—%+$%+2%+ aﬁ (7.10)

Pour uneacriture sous forme plus de divergence de flux, on peut atikseu

£:@+ 1 8uC+ 1 Ovcos\C 8wC(711)
dt Ot acos\ O¢  acosA O

Si I'on utilise Yapproximation hydrostatique, on rempéaia 7.9 par

dq
— —b 7.12
9 (7.12)
et 'on devra gliger2Qw cos A dans la composante de la force de Coriolis afin de garantireque |
force de Coriolis ne produise par de travaiécanique. Notons que le fait de remplacqgrar la
valeur moyenne assure en fait que le momengtige H = Qa? cos? \ + a cos \u satisfait dans
le cas non-visqueux
dH  9dq
dt ~— 9¢
ce qui est corrent avec la conservation du momenttique dans le sysime initial?7.4.

(7.13)

L F4, F\, F, sont les forces de friction agissant au sein du fluide.



7.1. CHANGEMENT DE COORDONHNES 33

Siles forces de friction l&rales sont maglisés par une diffusion sur des surfaees constant
elles sécrivent

1 3 m@ +71 3 HCOS)\% + K 71—tan2>\u_27sin>\ @
po atcos?Adg \' 0¢ a? cos A O\ o\ a? a? cos? A 0¢

=)

(7.14)
@—71 2 n@ —|—71 g KCOSA@ + K 71_tan2)\v+278m)\ %
po  a%cos2Adg \ O¢ a? cos A O\ o\ a? a? cos? A 0¢
(7.15)

alors que pour les scalaires, nous avons

Fe 1 0 oC 1 0 oC
A A - i 7.16
po  a?cos? \0¢ (/{C oo ) * a? cos A O\ (KC cos A oA ) ( )

Coordonnées curvilignes orthogonales

Les deux systmes de coordor@es pesenés jusqu’ici, c’esta-dire les coordores cagésiennes
et les coordon@es sphriques ne sont en fait qu’un cas particulier d’'un eyt de coordorées
plus geréral qui sont les coordoies curvilignes orthogonales. Comme nous avons sepoes
la troisikme composante est une composante verticale, n'imporiesgseme de coordoraes
latérales qui reste sur une surface d’uneesphest toujours perpendiculatida composante ver-
ticale. Si, sur cette surface gpigue, les deux coordogns lagrales sont en plus orthogonales
entre elles, nous aurons un $ysie de coordorées orthogonal. Par caguent, dans les metes
d’océans, on se limite @éralementa cieer des coordor@es curvilignes orthogonales dans un
syseme bidimensionnel, la troisme composantetant toujours la composante verticale. A partir
du moment @ I'on sait céer un systme de coordorees curvilignes orthogonales, la transforma-
tion matfematique degquations ne pose pas de pgrbke majeur puisque les @fteurs classiques
de divergence, gradient, ... peuveréaire de la facon suivante :

Dans ces formulations, nous voyons apjtaeades termes étriques H1,H2 et H3. Dans un
syseéme de coordorées curvilignes dortnanalytiquement, cesétriques peuvenitre calcuds
explicitement alors que dans un s3sie de coordor@es curvilignes gréré nuneriquement, ces
métriques doivenévidemmengétreévalles de facon nuérique.

a 0A ag a_A as 0A

VA= ———+ — + — 7.17
hy 8Xl ho aXQ hs 8X:’, ( )
1 0 0 0
F = ——hohsF' ——hhs F. —_— F: 7.1
Vv hoihalts {axl 23 1+aX2 1h3 2+0X3h1h2 3] (7.18)
1 0 ([ hahs 0OA 0 (hihs 0A 0 ([ hihy 0A
VZA = { ( > + ( ) -+ ( )1 7.19
hihohs aX1 hy aX1 5X2 Do aXz 3)(3 hs 3)(3 ( )
aj 0 0 :| A |: 0 0 :| as |: 0 0
VAF = — (hsF3) — —— (hoFy) | +—— | =— (M F) — =— (hsF3) | +—— | =— (hofy) — —
hahis [aXQ( ’ 3> a)(3( 2 2) hshy aX:&( ' 1) aXl( ’ 3) hihs 3)(1( 2 2) Ox2

(7.20)
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dA  9A dy A dy, DA dys 0A

— = & 7.21
0A 1 0A 1L 0A 13 0A 0A
=42 =2 = =—+(V-V)A 7.22
ot + h1 8)(1 + hg 8)(2 * h3 8)(3 ot + ( V) ( )

Notons qu’ici les composantes du vecteur vitesse sontreges le long des lignes de coor-
donrees et que la divergence du vecteur vitesse s’exprime sdosria d’'une divergence dans le
nouveau sysime de coordorees. Cette propie est particuBrement inkressante pour remettre
leséquationcrites sous forme deedvées méaérielles vers une forme dite conservative. A partir
du moment a I'on saitévaluer les ratriques et que I'on connaisse la position des lignes de coor
donrees, lecriture d’'un modle en coordonges curvilignes ne pose pas de pashé majeur mais
pos®de certains avantages. Ainsi, par exemple, on peut faserémque les lignes de coord@as
suivent au mieux unedte ou une rupture de pente au Plateau Continental. Emenles coor-
donrées peuvengtre resseaes aux endroits iatessants comme legtrdoits ou les embouchures
de rivieres importantes. De cette facon, amgre donc une&asolution nurérique a priori mieux
adapée auxéchelles physiques que I'on @sp esoudre. Cette approche est cependantdéienit
dans ces possibiéit par le fait que I'on ne peut paérgrer des coordor@es curvilignes orthog-
onales gquelconques dans la mesurdes coordon@es doivent rester orthogonales. Cela pose un
probleme si I'on essaie de faire correspondre une des cooedgsarune ote relativement erra-
tique. Dans ce cas, la ligne de coordéas perpendiculair@ cette derriire posera probme. En
effet, nunériquement, nous devons garder des&ysts de coordorees disaetes, c’est-dire que

on peut se convaincre facilement de la diffieulte grérer une coordorée perpendiculaira une
ligne erratique qui fait en sorte que le changement de coméls reste univoque. En effet, aux
endroits de forte variation de la pre@né coordonée, la deuxd@me a tendanc croiser cette ligne
des que I'on $carte de la@te. En pratique, cela signifie que les coordeemcurvilignes grérées
numeriquement doivergtre relativement lisses quand on passe d’un point disaretii&ant. Cela
veutégalement dire que dans la plupart des cas, la topographi@adiellement re@senge par
un masque ‘'terre-mer’ puisqu’il sera, eargral, impossible de suivre correctement fdaectout
en ayant un systme de coordorées orthogonales. Une autre diffi@iftratique est bien entendu
la necessit d’avoir un pe-traitement et post-traitement des dees qui permette de passer de la
grille numérique curviligne vers un sy&ine de coordorées ca@siennes ou sg@hnique pour une
analyse desésultats ou une pparation de doréges. Aussi la grération, elle me, des coor-
donrees curvilignes demandéeralement I'utilisation d’un outil de grtraitement qui grere les

coordoniees en fonction d’un cétre cfini a priori.
or \? dy 2
hi= (-] + (—) 7.23
1 (861) 851 ( )

ox\> [ oy\? ) o .
= hi= (%) + (%) hs =1 La coordome vertical @tant pas charaga ce stade(7.24)
2 2

ds? = h2d€; + h3dé, + hidgs (7.25)

V-u

1 <h2h3U1 h1h3U2 I h1h2U3

YN T A T )‘7'26)
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Coordonnées non-orthogonales

Etant dong la difficulté des coordorges orthogonales pour pouvoir suivre des variations rapi-
des des fronéires, des coordoies curvilignes non-orthogonales pourraieing utilies.

Dans ce cas, on peut effectivement choisir la demne coordonee non orthogonala la
premere qui, elle, suivra ladte, alors que la deudime pourratre choisir librement sous la seule
condition de garder un sysne de coordorges dont la transformation est univoque.

Cependant, & que I'on se libre de la condition d’orthogonadit plusieurs difficukts appa-
raissent. Une prerare difficule est le choix de la repsentation des coordodes des vecteurs.
En effet, nous aovns le choix entre les composantes coW@siaiu contravariantes comme in-
dique a la figure ? ? ? ?. Aussi I'expression de€gieurs mamatiques devient nettement
plus compliq@e que dans le cas des coordees orthogonales. Cette complication desrapeurs
mathtematiques se ressentidemment au niveau de I'implantation narigue dans la mesurei ¢e
nombre d’'o@rationsa effectuer devient plus important ainsi que les sourcesalles de tronca-
ture. Aussi, satisfaire nueniquement les propies mat@matiques telles que la divergence d’un
rotationnel qui vaut 0 ou le rotationnel d’'un gradient quutvebujours O devient de plus en plus
difficile a satisfaire nu@riquement. Nous retrouvolegalement les difficults de pe-traitement et
post-traitement ainsi que l&oessi d'un bon outil de grération des coordo@es curvilignes.

En ocanographie, il N’y aa notre connaissance, aucun raledtravaillant en coordo@es
curvilignes non-orthogonales puisque, avec ce niveau oglexite, les moélisateurs pEferent
géréralement se limiteit des coordor@es curvilignes orthogonales dans la formulation iattique,
mais ensuite, dans I&solution nurgrique, passeat des esolutions par deslements finis ou des
volumes finis qui, eux, peuvent avoir des positions queluesglans le sysie de coordorées
choisi.

A ce stade-ci, il est bon aussi de rappeler que le choix deésyste coordorées n'est qu’'une
préparationa la discétisation dans le sengipmattematiquement, on ne fait quéécrire les
équations dans un autre syste. Ensuite, il faudra le€soudre et c’est ici que I'on peut ex-
ploiter la formulation dans un sysne de coordorees dona en y distribuant des points discrets
de facon uniforme. Dans ce cas, le€mteurs magmatiques sont en effet facilement appro&sn
par des diférences finies par exemple.
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7.1.2 Coordonree verticale
Coordonnée geopotentielle
Coordonneec

Coordonnée isopycnale

Coordonnée hybride
7.2 Placement d'une grille nunérique

7.2.1 Grille discrete
Structur ée
Non-structurée
Spectrale

Un probEme revers de la structuration globale de la solution estdoite quand des gradients
importants sont @sents. On assiste al@sles pknonenes de Gibbs iresirables. Aussi, si nous
avons par exemple une situation ane variable dtatc change d’un valeur de = 10 ‘a une
valeur de 1, toute erreur de 10 % dansegion ¢ = 10 risque de se propager (par les fonctions
globales) et d’'induire une erreur d80% dans l'autre &gion. Ceci peuétre catastrophique si ce
sont justement lesegionsa faible valeurs qui sont dynamiquement importantes.

Dans le cas des @éans, nous avoregalement le proBme de la gesence deies et dtes.

Non-Structur ée

tirangulaires ou quadrilates horizontalement lignes verticales, ou vrais elements

Autres

meélange spectrale, non-structuree

cartnormCartesian grid cartstreStretched cartesian gndochOrthogonal curvilinear grid
curvnonoNon-orthogonal curvilinear grid triangulUnstiwred grid

vertcsigvertical coordinate vertczz coordinates

Notons que la discretisation deséspteur de diffusion horizontale n’a pas susdtaucoup
d’analyses, puisque d’'une part le terme d@stégalement petit et I'on egpe que le caraete dif-
fusif ne pose pas de prabhe lors de la disétisation. Cependant, avec des grilles de plus en plus
fines d’'une part et des épateurs de "diffusion” de plus en plusttanges” on doit remettre en ques-
tion ce paradigme. Ainsi, plusieurs prebies peuvent appane: L'opérateur matbmatique lui
méme ne donne pas lieuune solution éfinie positive. L'og@rateur biharmonique en est I'exemple
le plus classique. Ajoutter un limiteur de flaxcet ograteur rend le s&ma manifestement non
consistant???

Si 'opérateur matmatique lui néme est dfini positif, il n'en est pas @cessairement pour
sonéquivalent discret (dans I'espace). Ceci est bien connu lfmpé&rateur harmonique dans une
grille numérique fortement &formée [].
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Figure 7.2 : Arakawa A-Grid with posi- Figure 7.3 : Arakawa B-Grid with posi-
. . tions of n points ) in the
tions ofy points ) andu and .
: centre of the grid box and
v points ) at the same loca- .
tion and v points ) at the cor-
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Figure 7.4 : Arakawa C-Grid with posi- Figure 7.5 : Arakawa D-Grid with posi-

7.2.2 Grilles horizontales d&centrees

1

2.

tions of » points ) in the
centre of the grid box and
(>) andv points (\) at the in-
terfaces.

. Agrid
B grid
C grid
D grid
E grid
Z grid

others

tions of  points @) in the
centre of the grid box and
(>) andv points (\) at the in-
terfaces.

7.2.3 Girilles verticales c&centrees

7.2.4 Discktisation temporelle

Attention au prok#me n&moire
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Figure 7.6 : Arakawa E-Grid with posi-
tions ofn points ) andu and
v points ) at the same lo-
cation. u,v and z,y coordi-
nates are atl5°.

Leapfrog

Euler explicite
Euler implicite
Forward-Backward
Pas fractionnés

Autres

7.2.5 Pression de surface
Toit rigide, fonction de courant
Toit rigide, pression

Surface libre mode splitting

Surface libre implicite

7.2.6 Sclemas d’advection
Upwind

Centré

Second ordre
QUICK-QUICKEST

PPM

Limiteurs TVD

Flux-corrected

Semi-lagrangien

7.2.7 Force de Coriolis

7.2.8 Equation déetat

Figure 7.7 : Z-Grid for diver-
gence/vorticity models.
with positions of divergence
-+ points and vorticity points
(¢) at the corners.
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8.1 Advection-dispersion

Comme un fluide non-homege est constiid’'une €rie de constituants, nous pouvons en
principe calculer volution de la concentratiart d’'un de ses constituanispar I'équation suiv-
ante

dpc?
ot

+ V- (pc'v) = pQ* — V- (pc*m®) — V-d?, (8.1)

d* = —pK .V (8.2)

Cetteéquation n’exprime rien d’autre que le fait que le tracetiadsecé par le courant, modifié

par les sources localé€g’, de néeme que modié par la circonstance que la vitesse du constituant
n'est pas identiqua la vitesse du &lange. Cette diffrence peuétre systmatique (migration,
sedimentationm®) ou erratique. Dans ce dernier cas, on globalise I'effesdamflux de diffusion

d® exprimé commeétant le produit d'un tenseur de diffusiéhet du gradient du traceur en ques-
tion. Dans la mesuretde tenseur de diffusion (ainsi que les termes sources dtrantxeres, bien
entendu) est conHLpour le traceur en question, rien n'eéghe détudier la dispersion/advection
du traceur par Bquation|(8.1). Si le traceur n’influence pas la circulatlervecteur vitesse est
détermire par I'hydrodynamique et le tracetfrest dynamiquement passif. On peut alors supposer
le courant connu. Comme pour I'’hydrodynamique proprement dii, nous pouvonggalement
utiliser 'approximation de Boussinesq en remplagapar sa valeur degferencep, constant.

8.2 Advection-dispersion d’'une nappe

Il'y a des cas 0 I'étude degquations d’advection-diffusion congié peugtre remplaee par
la superposition d’'une solution qui consiste en une adwedlobale et d’une dispersion autour
du centre de masse du constituant. Typiquement, pour unaegelentel en mer, une nappe de
polluant vaétre entrinée par les courants moyens avec, en superposition, unesi@pautour du
centre. Sinous voulons suivr@lolution d’'une nappe constée d’un seul traceurqui n’interagit
pas avec d’autres traceurs et ne disfiayae par mortalé ou cecomposition propre avec un temps
caracéristiqueT’ (Q = —c/T), nous avons

C C

%—l—v- (ev) = —= —

La dispersion autour du centre pedite provogée par des fluctuations de vitessebaute
frequence (la mé&e dans urecoulement grandeachelle par exemple) ou une vitesse engeedr
par une dynamique propre de la nappe (les hydrocarburesierteasion superficielle et un com-
portement non-newtonien). Pour traiter ces cas, nous peusBzomposer le courant en sa partie
”moyenne@ u, et une fluctuationn, .

En £parant de la @Bme margre la concentration en sa partie moyenne et les fluctuations
aboutirons, bien entendu, au prefe classique de fermeture asgoaux termes non-lgaires
cv. La parangtrisation se fera alors de fagon similaire aux fermettugsulentes, mais il faudra

V- (em) + V- (K- V), (8.3)

1Pour la turbulence classique isotrope, le tenseur de difitssecrit simplemenK = «l, ol 1 est le tenseur idenét
et « la diffusion turbulente.

2La moyenne peukgalemengtre une moyenne d’ensemble sur un grand nombréalesations fictives du rejet.
Dans ce cas, on n'est pas inte@par la forme&elle de la nappe pour un rejet démais bien par la forme moyenne
ou ayant la plus forte probab#itd’occurence. Les vitessas sont alors legcarts du vecteur vitesseal par rapport
a unécoulement moyen hypdtlique.
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étre conscient du fait que les fluctuations de vitesses peatre relativement ca@rentes (maes,
par exemple) et qu'une loi de diffusion simple peut €@r inagéquate. La mde nelangera
davantage dans la direction de I'axe principale de I'edlige mage que dans la direction per-
pendiculaire. De r@me, le coefficient de diffusion duatange peut &pendre de Echelle de la
solution en raison des taux de transfegérmrgie diferents entr&chelles. En @signant par la
concentration moyenne, nous avons alors la patasation suivante
% + V- (cug) = —% + V- (K"-Vo¢), (8.4)
ou I'on omet gereralement la migration propre devar#doulement moyen. Le tenseur de diffusion
K* contient ainsi I'effet de ralange par les fluctuationg ainsi que la turbulence proprement dite.
Si la "moyenne” est dfinie sur de€chelles spatiales ou temporelles suffisamment grandes,
nous pouvons admettre que localement, le vecteur viteg®st quasi-constant. En effectuant le
changement de variables suivant

t
X=X+ / updt, (8.5)

to
t=t, (8.6)

t
C = = 8.7
e=cew (1) ©.7)
leséquations se transforment en
o = . e

a—g—V-<K -Vc), (8.8)

ol V est l'opérateur classique dans le nouveaudyst de coordorées.

L'avantage de ce pr@ck par rappora une esolution directe dans les coord@ms classiques
est la possibili de suivre un rejet ponctuel avec une dispersion autour mhrecde masse de la
nappe. Il est en effet souvent possible de &liseér cette dispersion autour du centre de la nappe
par une loi qui s’exprime naturellement en coordees polaires locales, avec un coefficient de
diffusion cependant de &cheller et du temps.

Comme illustration, pour une diffusion isotrope dans un f@ote bidimensionel, le coefficient
de diffusionx = \(¢)r?, donne liewa I'équation suivante

oe 10 oc
- _ -2 q+1=7~
F T S or ()\7’ 7") , (8.9)

dont la solutioR pour un rejet d'une quanétC' a I'instant initial est ]

—q C
é(t,r) = 227:]%0(25)” exp [—o(t)r* 1], p=—"—, (8.10)

o l=(2—¢)? /Ot Adt. (8.11)

Cette solution possie plusieurs paragtres de calibrage, )\ et aéte utilisee pour expliquer avec
suc@s des rejets obsérw dans diffrents sites.

3La recherche de la solution peut se faire en essayant unosotle similitude du type = a(t) exp[—ao(t)r™].
Ensuite, une solution de similitude demande que léses puissances aeapparaissent, ce queterminem. Les
fonctionsa(t) eto(t) s’obtiennent alors en annulant les coefficients degwdfites puissances de
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Up

Figure 8.1 : Advection d’'une nappe et dispersion par les fluctuations.

8.3 Rejets ponctuels, solutions@néerales

Au lieu de suivre un rejet, on peut augsudier le @versement permanent ou intermittent en
un lieu don@. Pour trouver la solution de ce prebie, il suffit de superposer les solutions indi-
viduelles des rejets instanéspar une irdgrale de convolution. En effet, le rejet instargamous
fournit la fonction de Green pour un rejet ponctuel varialfrictement parlant, nous devrions
tenir compte,a proximie du rejet ponctuel, de I'apport de masse local dan€faition de la
masse volumique et de la quaatde mouvement d’un @tange. De la sorte, la divergence locale
du vecteur vitesse pour unélange incompressible ne serait plus nalléendroit du rejet. Nous
supposerons cependant que la quarit traceur rejét(ou une quantt d’eau sup@mentaire par
leségouts, par exemple) estgligeable par rapport au transport local par le couranhs2a cas,
nous ne sommes pas non plus obigle esoudre de faconédiaillée un rejet fore, mais pouvons
étudier la dispersion telle qu’engeieér par le courant. Nous supposerons ici que le tenseur de
diffusion K* = kIl est constant et isotrope, ce qui suppose que les fluctuateonsesses sont rel-
ativement faibles ou peu strucégs. Nous pouvons alors rendre éegiations adimensionnelfes
par les variables suivantes

t= , 8.12
Tl (8.12)
X
% = , 8.13
PR (6.13)
v= "1 (8.14)
Tl
4K
y (8.15)
Tl

“Nous supposonsgalement le vecteur vitesse constant; ceci n’est pagiaassible mais simplifie la@sentation.
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Figure 8.2 : Concentration du traceu¢ pour un rejet unitaire instantaa I'origine. Evolution pourt =
0.3,1,3. (exemple sansé&troissance radioactive et avec une advection unitaire vers: les
croissants).

Leséquations adimensionnellegstivent alors (en omettant [pour un terme rejet d’'intensiy

Jc 1,
E—q—vc—v-Vc—i-ZV c. (8.16)
La solution pour le rejet instantam(x,t) = QJ(x)d(t) nous fournira la fonction de Green.

Pour une concentration initialement nulletes 0, la concentration uétrieure est dorée par

—(x — vt)?

c(x,t) = % exp [ ;

oun = 1 pour un probdme uni-dimensionnek, = 2 en 2D, etn = 3 en 3D.

Cette solution est illusée en 1D sur la figure 8.2. On y voit clairement I'advectiorsafue la
diffusion aténuant la concentration maximale avec le temps.

Nous pouvons é&rifier sans peine que la solution (8.17) donne &awne masse totale (il suffit
d'intégrer sur le domaine) qui vagbxp[—~t| et tient compte de la disparition de la masse par le
termeexp|—~t].

A partir de la solution pour le rejet instanfaponctuel, nous pouvons construire la solution
pour un rejet quelconque par superposition. Autremenhdiis pouvons additionner les contribu-
tions des solutions de rejets du type Dirac, en prenant sookchler la solution dans le temps et
'espace. A cette fin, nous pouvonéfohir la fonction de Green

e

1 exp (—7t), (8.17)

c(x,t,x',t") = exp (—y(t —t)), (8.18)

qui donne la solution pour un rejet effeétanx’, ¢’. La solution pour un rejet quelconque est alors

7{xfx/7v(t7tl)}2 _ gt
o(x, ) / / B P (8.19)
nJo \/m(t — t’
Nous pouvons érifier que si la source est iadendante d’'une coordodeé perpendiculaire au
vecteur vitesse, nous pouvons ramener le @nolel de 'espac&™ a un espac&™!. En effet, si
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la source est ingpendante de la coordo®en; avecx = X + z;e;, €;- v = 0, X - ¢ = 0, Nous
avons

/n q(x',t') exp {_{X —x - vii w}T dx’ =

t—t
_ _ I vt — N2 +00
| tyes { = }dX’ [ emlta = a/ (e - el = ©20)
Rn—1 %
Vvt —1t) (X', t") exp [_{X — Xt, _;(t — t,)}Q} dX/,
Rn-1 -

de sorte que nous retrouvons la solution (8.17ken;.

8.3.1 Rejet ponctuel

Si le rejet reste ponctuel dans I'espace mais varie dansripse(x,t) = 6(x)Q(t) et la
solution gerérale se simplifie en

—(x —vt')?

c(x,t) = /o Q\(;w__t’:) exp [ ; } exp [—t']dt’. (8.21)

En geréral, la forme analytique des solutions n’est disponible pour des fonctions de rejet
particulieres. Pour le rejet permanent par exemple, la solutiorostaire peugtre obtenue en
faisant tendre — oo

1D
R exp[2z — 24/1 + 7|z|]. (8.22)
T+
2D q
c=— exp[2x - v|2K (2\/ 1+ 7||X||> : (8.23)

Ainsi, une source ponctuelle d'un traceur en 2D donne &eun équilibre entre le terme
d’advection et diffusion avec, bien entendu, une concéatralu traceur plu€levee en aval du
courant.

3D
1
¢ = Lexp[2x- Vi o2y T+l (8.24)

8.4 Traceurs en o€anographie

En oc&anographie les traceurtudiés sont multiples : polluants accidentels, isotopes ratioa
ifs, composants biologiques etc. .Souvent les traceuttsusitisés pour identifier leéchelles spa-
tiales physiques (gyres), le parcours des masses d’edan(sidnnat les endroits de rejet), voire
I’ age des constituants (si I'on contlas cepots de matgres radioactives de temps decdoissance
différents, le rapport des concentrations des traceurs enajudsinne une indication du temps
ecouk depuis leur @pdt. De néme, des transformations d’un isotope en un autre peuverit ae
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Figure 8.3 : Concentration du traceus en 2D autour du rejet ef0,0). L'advection a lieu vers la droite.
Les faibles valeurs sont en noir, les valeafe\ees en blanc.

la datation). D’autres applications concernent les calpubbabilistes d’occurrence de pollutions,
en un endroit don®, en fonction des probab#is de rejets accidentels, en un autre endroit et les
conditions néteorologiques/oganographiques habituelles ou éxtres. La plupart de ces calculs
sont cependant effe@s par des mares nungriquesétant dong la variabilie des gonetries et
des forcages.

8.5 Dispersion Lagrangienne

A la place de 'approche Eulerienne utédis jusqua pesent, il est fequent de faire appél
une autre approche pour iter les probdmes de dispersion de traceurs. |l s'agit dethomdes
lagrangiennes qui ont, bien entendu, comme philosophieuteesles parcours individuels de
particules de traceurs dangédoulement.

Si I'ecoulement est purement advectif, il suffit biém d’intégrer les trajectoires de particules.
Par contre, si une diffusion estgsente, il faut que les particules qui bougent avec le courapen
puissent aussi subir I'effet des fluctuations de vitessgsomesables de la diffusion. Il s’agit donc
de trouver un moyen d’ajouter des fluctuations de vitessBsger exploitant une connaissance
approfondie de la physique de ces fluctuations, soit en bhataine loi de fluctuation qui restitue
une loi de diffusion choisie dans le sgste Eulerien.

Nous allons, dans la suite, montrer quel est le lien entreneghodes Ewriennes et Lagrangi-
ennes.

8.5.1 Approche discete

L'exemple le plus connu d’un calcul de trajectoire dans uvirennement avec fluctuations
erratiques n’est pas sans rappeler le mouvement Brownien candlom walk
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Dans un premier temps, nous pouvons analyser un cas unisiommnel. Supposons qu’'une
particulea un moment dorénpeut soit avancer d'un pasz avec une probabilp, soit reculer
d’'un pasAz avec une probabikt1 — p. Si on largue une particule de ce type en= 0 et
si on lui laisse fairen pas, nous pouvons calculer la probabilque la particule se trouve en
un point discretn Az donre, m étant un nombre entier positif olegatif. En effet, au total, la
particule a effecté n pas (n doit doncétre compris entre-n etn), dontk vers lesx positifs
et par consquent,n — k dans la direction @gative. Si chaque pas eséaloire et in@pendant
des autres, la probabgitde fairek pas positifs n'est rien d’autre que la probakilile tirerk
boules rouges, lors d'un&sge den tirages non exhaustifs, en dehors d’une population de boule
ou le nombre de boules rougésest lié au nombre de boules noirdsparp = R/(R + N).
L'ordre d’'arrivee des boules rouges n'ayant pas d’'importance (faire despepavant, puis un
en arrere équivauta faire un pas en avant, un en arg et finalement, un en avant). Le calcul
de la probabilié d’obtenirk boules rouges est la probal#lit’obtenirk boules rouges et — k
boules noires dans un ordrétdrmire, multiplié par le nombre de possibég d’ordre d’arriees
différents. La probabik d’obtenirk boules rouges et — k boules noires dans un ordréetdrmire
est simplement obtenue par l&etheme des probabifis composes p*(1 — p)»~%). Le nombre
possible d’ordres d’arrges diferents amenaritboules rouges est le nombre de permutations avec
répetitions den éléments épartis en deux esges de: etn — k élements C*.

Des lors, nous obtenons la probal@lde trouver: boules rouges parmi unérge den tirages
exhaustifs, quel que soit I'ordre d’arée des boules

= Crp* (1 —p)" 7, (8.25)

ce qui constitue la loi binomiale. La probablitl’arriver en un point = mAxz donré se calcule
alors facilement : pour arriver en, il faut que lest pas positifs se combinent avec les- k pas
négatifs pour amener le point emAx :

kAx — (n — k)Azx = mAx (8.26)

soit2k = m + n. Ceci cetermine la valeur dé et nous connaissons la probal@&ld’occurrence
de cetéevenement. Il faut noter que 8t + n est un nombre impair, la probabdiest nulle, car on
ne peut arriver avec un nombre pair de pas totaux en un ermtraibordonae discete impaire,
puisque I'on oblige la particule de bougiechaque pas. Afin de contourner le fait duee serait
pas entier, nous pouvons calculer la probabitjtie la particule se trouve au pointoum + 1.
Les deuxétant mutuellement exclusifs et la probakilit'un des deugtant nulle (selon que. + n
est pair ou impair), la probabiétd’avoir la particule em» oum + 1 est

pi = Chp*(1 —p)" (8.27)

ou k est le nombre entierédini par2k = m + n. (Bien dir, sim < —n oum > n, la probabilie
est nulle).

En observant la forme de la fonction de distribution (fig8:4), nous pouvons remarquer que,
pournp(1—p) > 10, elle ressemble fortemeatla courbe gaussienne. Dans ce cas, il est possible
de cemontrer que

b+0.5—np

b
k Lk o m 722/2
;(an (1 \/ﬁ/ o dz, (8.28)

Vnp(1—p)
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Figure 8.4 : Histogramme des positions digtes obtenues aps 100 iérations d’unrandom walkdiscret
pour 100, 500 et 2500 particules.

o o

de sorte que la probab#itP(m, n) d’avoir la particule e = mAz oux = (m + 1)Ax apesn
pas est

1 > k—
P(m,n) ~ 2 = T op g (8.29)
np(l —p)27 np(1 — p)
Sip = 1/2, nous avons alors
\/5 2 m
p ~ 2 o2 = —, 8.30

Si nous identifiong: commeétant rele au temps = nAt etm a I'espacer = mAx, nous
retrouvons la solution d’une dispersion autour d’'un refmiqiuel en faisant&trdtre Ax et At,
avec des dfinitions a@&quates pour leschelles de temps et d’espace en fonction du coefficient de
dispersion \z? ~ xkAt). Pour obtenir cette correspondance, il suffit d'imagines t rejet est un
rejet instanta@ d’un grand nombre de particules. La concentration n'essalen d’autre que le
nombre total de particules multiglipar la probabil& P(m, n) divisé parAzx.

L'approche purement disete pourrait aus®tre adagea une situation avec une advection,
mais nous férons passex une repesentation continue des fluctuations.

8.5.2 Approche continue

Ici, I'id ée ¢erérale est de faire suldrla particule un éplacement qui est la superposition d’'une
advection éterministe et d’'une fluctuation erratique

dz = adt + b(t)dt, (8.31)

ou &(t) est une fonction &latoire. Cela signifie que pour£ ¢/, £(t) et&(t') sont statistiquement
indépendants. Sans nuiéela geréralite, on peut supposer que la moyerjgigest nulle. Dans le
cas al cela ne serait pas le cas, il suffirait d’'inclure cette moygedans la éfinition dea.

La fonction akatoire¢(¢) pos®de une autocagfation nulle pour tout # ' et une variance
infinie

(€)E(t)) =o(t —t'). (8.32)

On associe cette fonctiorg la notion de bruit blanc. En effet, le spectre de sa transéerde
Fourier est plat, ce qui correspoadine lumére blanche dans le spectre des ondes visibles. Un
bruit blanc parfait n’existe, bien entendu, pas éalite, mais sera une sematisation utile pour
les ceveloppements matimatiques. En pratique, tout bruit dont le spectre est saffisnent plat
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Figure 8.5 : lllustration du processus de Wiener. 4 trajectoitgét) gérérées par un bruit blanc €{z;(t)—
z;(t))?) pour 10 et 100 particules.

dans la fe@tre spectrale quiafinit le processus que I'cgtudie peuétre consiéré comme un bruit
blanc.

Un spectre plat infini indiqué&galement (par le #oeme de Parseval) que la fonctig(y)
pos®de une variance infinie, propt qui pourrait poser probime dans le cadre du calcul éiféntiel
ordinaire. Afin de pouvoir tiiger le probéme, il faut aliser que I'important est leégplacement:

x(t) :x(t0)+/ttadt+/t be(th)dt'. (8.33)

Il est alors inéressant deéfinir

Wi(t) = /tt £(thdt'. (8.34)

W (t) n'est rien d’autre que la fonction qui permet de calculeramidom walken une dimension.
Cette fonction &te étudiee en @tail par Wiener et porte son nom.
Bien quel¥/ (¢) ne soit pas difrenciable, nous pouvons formelleméntire

AW (¢)

W(t) — W(t — dt) = £(t)dt (8.35)

en l'interpetant comme l'inkégrale diferentielle det.

Une (€alisation de trajectoires (figuBeb) permet de constater que les trajectoires sont effec-
tivement erratiques et que la distance entre les trajestaitdt comme./z.

dW pos®de les propétes statistiques suivanted fésultant de I'inépendance statistique de
W(t) etW(t + At).

(dW(t)) = 0, (8.36)

2 /t W (AW (') = W (t)* — W (to)?* — (t — to) (8.37)

to

<2 ttw<t'>dw<t’>> W) — (W) — (o) (8.38)

0
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(AW (£)2) = dt. (8.39)

Ceci peut bien@r étre interpété a la lumere du mouvement browniemiaeux ealisations de
trajectoires a@atoires voient la distance entre les deux particules antgmeomme/t — ;.
On peut don@&crire

tbé(t’)dt’ B (8.40)
[ e = |

Si lesa et b sont des fonctions de, ¢, alors on obtient degquations difrentielles dites
"équations diferentielles stochastiques de Ito”.

Leur manipulation ma#matique doit se faire avecamaution.

En effet, sif(z) est une fonction qui@pend der, ou = satisfait

do = alz(t), t|dt + b[z(t), t|dWV (1), (8.41)

alors
dfz(t)] =flz(t) + dx(t)] — flz(t)]
df 1 d2f

=dx(t )d 2(dx(t)) Tz +O(d3) (8.42)
=(adt + de)i—f + bQ(dW) % +O(d?)
df = ( jf + 2b2d {) dt+b%dW(t). (8.43)

Pour 'obtenir, nous avondidyarder les termes quadratiques pour maintenir les fliohsaén
(dW (t))? = dt.
Cetteéquation nous permet détrminer [evolution de la moyenne stochastiquefde

df\ _d(f)  / df 1,d2f
<E>_T_<ad papts > (8.44)

puisque la moyenne des fluctuations stochastiguEsest nulle.

A ce stade, nous devorgdre attentifsa la densié de probabilé p(x, t|zo, ty), qui donne la
probabilie que la particuledctee ene = zy ent = t, se trouve entre etz + dr ent. Dans ce
cas, pour une fonctiofi(x) qui depend de la position de la particule, on peut calculer la valeur la
plus probable en un instahtionré (ou la valeur moyenne pour un grand nombreéddisations)

(1) = [ bl thoo. to)f ) (8.45)
Ainsi, nous avons aussi
d 0
<d—{> — / L) (x’;fco’t(’) f(z)de, (8.46)

que nous pouvons transformeet’aide de|(8.44) en

) d d?
/ O U0,10) 1) = / (d—f ¥ 5t J;)p(w,tixo,to)dw- (8:47)
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Par une inégration par parties et en utilisant des conditions auxdiss@quates qui annulent les
termes de surfacé], on obtient

27,2
/ap(:c gL:co,to /f ( dap(z, 7;[|;L“o,lfo) N %a b p(g;ﬁgxo,to)) dr.  (8.48)

Puisque la fonctiory est quelconque, nous obtenonsguation dévolution pour la fonction de
densié de probabilie p

Op(x, t|wg, to) dap(x,t|lxg, to)  10%0*p(x, t|xo, to)
— - . 49
ot ox + 2 0x? (8.49)

Cetteéquation est connue sous le nomédjuation de Fokker-Planck. Elle permet donc de
calculer la densé de probabilié p(x, t|xo, ty) qui donne la probabilp(x, t|x, ty)dz qu’une par-
ticule lackee enr a I'instantt, et dont la trajectoire eségie par((8.31) se trouve entreetx + dx
al'instantt.

Nous sommesa piesent, en mesure de faire le lien avec I'advection-difiugioErienne. En
effet, si nous imaginons un rejet d’'un grand nomirde particuleségies par (8.31), ces particules
auront une distributionVp(z, t|zo,%p). Si nous voulons que cette distribution corresponde au
résultat d’une advection-diffusion, il faudrait que cetigtribution corresponda la concentration
d’un traceur rejeét enz, t, et adveat-diffuse par l'équation

oc 0 0 oc
Il s’ensuit que nous avons ukguivalence si
a=u-+ %
N ox’ (8.51)
b= V2k.

Notons qu’une interg@tation trop superficielle de (8.31) aurait pu seigg quea serait la
vitesse d’advection et quesoit lié a I'intensie de la diffusion. Nous voyona present que:
contient une contributionéie aux variations du coefficient de diffusianCela revient dire que
si on avait utili€ (8.31) avea = u, on aurait simw unécoulement dont la vitesse effective serait
u— 0k /0x. Cette vitesse effective aurait alors tendaa@®ncentrer les particules aux endroits de
faible diffusion. Ceci peuétre obser& dans des mades nungriques lagrangiens dans lequels on
ne tient pas compte de la correction@ty Ox.

La fonction de Green (8.17) du pra@phe eugrien continu n’est donc rien d’autre que la fonc-
tion de distribution de probabiét

Notons que la gréralisationa plusieurs dimensionsérit [?]

dx = a(x,t)dt + B - dW(?),
a=u+ V- (K), (8.52)
BB” = 2K.

Finalement, on pourraitayéraliser I'approche lagrangienaales situationstoles fluctuations
ne sont pas cometement é@corélées. Pour illustrer cette possib#jtnous pouvonécrire

dx

— = 8.53
==, (8.53)
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m% = —0(v—a)+ BOE(1). (8.54)
Pourm = 0, nous retrouvons (8.31). Par contre, le paetmavn ajoute de l'inertie au syste
et fait en sorte que les fluctuations- a seront corelées dans le temps. Le termiév — a) peut
étre interpete comme un terme de friction qui s’'oppasee qu’une particule glisse par rapport au
courant non-stochastique Il est clair que le temps de cétation (ou de relaxation) introduit de
la sorte est = m3~L.

En pratique, on utilise 'approchegsenge pour évelopper des mades discrets Lagrangiens

gue nous allons esquisser dans la suite.

8.5.3 Discektisation

Dans les moéles nurériques, on voudrait bien entendu remplacer leshfftielles par des
difféerences finies

t+AtL t+At
x(t+A1t):x(1t)+/+ a[x(t/),t/]dt/+/+ bdWw. (8.55)

Si I'on suppose qué ne varie pas de facon significative entrett + At ainsi gu’entrer et
x(t + At), on peut approximer le dernier terme par

/ AW = bfe), OV (1 AF) — W), (8.56)

Il suffit donc de savoir comment se comporte la fonction denafigui est I'ineégrale du bruit
blanc. Etant donaquedW est une fonction &atoire de distribution gaussienné@dart typey/dt,
l'intégrale peuétre approxirge par

t+At
/ bAW = blz(t), t]VALr, (8.57)

ou r est une variable éhtoire de distribution gaussienne de moyenne nulledetdt type unitaire.

Si At est suffisamment petit par rapport au temps cératique de la solution chereh, on
peut remplacer l'utilisation de la distribution gaussieram faisant appel auébreme de la limite
centrale.

Theo®me de la limite centrale : Si on congr@ une variable ahtoireX qui est la somme de
nombreuses variableseatoiresX; indépendantésmais de distribution quelconque de moyenne
nulle et decart types;, alors la distribution de la variable&dtoireX est gaussienne de moyenne
nulle et variance® = 3, o7, de sorte que la sommee ! (3. X;) posede une distribution gaussi-
enne décart type unitaire.

Cela veut dire que, si le pas de temps est suffisamment petitqoeul’on effectue un grand
nombre de pas pour suivre un signal temporel @oanfonction adatoire utili€e pour bouger les
particules importe peu, pourvu que sa moyenne €ud et que soBcart type soit /(At), car dans
ce cas, la combinaison depasélementaires (non-gaussiens) correspoadra pas de distribution

gaussienne @cart type,/(nAt).

®Cette condition est en fait trop restrictive; il suffit enrmipe que la codlation entreX; et X; décroisse suff-
isamment rapidement quand— j| — oo.
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Autrement dit, la partie &atoire du mouvement doit se faire sur une distancg 2leAt r si le
nombre adatoirer posde une distribution &cart-type unitaire et de moyenne nulle.

Si le pas de temps devient plus grand, il faut gué” correspondeé une distribution gaussi-
enne et il faudrait bouger les points g@xAt r, ou le nombre a@atoirer est distrib& selon une
gaussienne de moyenne nulle etchrt type unitaire.

En pratique, le pas de temps également limi par le fait qu’il faut aussi calculer leglacement
par le courant éterministe. Si celui-ci est variable et d@nsur une grille dis@&te d’espacement
Az, 'approximation nurarique de I'inégrale

t+At
/ ule(t'), ]dF (8.58)

demande gréralement que le pas de temps satisfadse > UA¢, sinon il faut utiliser des
méthodes d'inggration plusévolu'seé que les inkégrations du type Euler.

La simulation de rejets variables pourrait donc se fairenggctant un nombre de particules
par unie de tempsAt¢ proportionnela la concentration. Ceci peut, en pratique, donner dieu
un grand nombre de particul@straiter et rendre difficile la prise en compte de termes de mo
talité/radioactivie. En effet, en principe, il faudrait faire dispéra des particules ahtoirement,
avec une fonction éhtoire qui reftte bien &r leur temps de &kcroissance. Une fagon plus directe
consistea assigner une masaechaque particule étdiminuer la masse du traceur en fonction de
la loi du terme source. En@me temps, on peut rendre compte d’un rejet variable en rantla
masse des particules injées.

Au cas al I'on souhaite analyser les champs de concentrations fugdite Eukrienne, on
peut toujours calculer la concentration cométant le nombre de particules comprises dans un
intervalle spatial don Si des masses ot asso@es aux particules, on fera, bien entendu, une
somme ponérée par ces masses.

Les differentes techniques peuveitte combiges (masses variables, nombre de particules
injectees, type de fonctionsédtoires) selon lesatessiés de |etude.

Pour des besoins pratiques, nous citons quelques formtiles pour I'utilisation dans des
programmes informatiques de calcul de dispersion :

Quelques densiés de probabilite

Les distributions sont &cart types et de moyenng :

Distribution gaussienne

1 (w—p)?
= - 202 8.59
o) = (8.59)
Distribution uniforme pour a < x <b
1 (b—a)
= — = 2 == .
f@) =5 n=lath)/2, o= (8.60)

sila moyenne: et I'écart type sont fi&s, alors on éterminez etb para = 1 —ov/3, b = p+ov/3.

A ce moment, il fauétre conscient du €a de cette approche é@gard au grand nombre de particulésigralement
transporées.
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Si I'on dispose d’'un grérateur de nombreséadtoires uniforrament distribés sur|0, 1, on
peut gerérer une érie de nombres ahtoires distribés selon les lois predentes par les @pations
suivantes.

Pour obtenir une distribution uniforme par la variablkesabireR sura, b] & partir de la variable
aleatoirer distribuee unifornément suf0, 1], on c&finit R = a + (b — a)r-.

Pour obtenir une distribution gaussieringartir de la variable @htoirer, il suffit en principe de
trouver la fonction inverse de la courbe cumulative. Eniguat, pour la gaussienne, cette fonction
ne posede pas d’expression simple et au lieu de recaudes fonctions nugriques approxima-
tives, on peut grérer des nombreséatoires ayant une distribution gaussienne en explogdattl
gue certaines combinaisons nonéliiires de variablesédtoires de distribution uniformes donnent
lieu a de nouvelles variables&altoires de distribution gaussien® [Ainsi, si u; etu, sont deux
variables aatoires distrib&es unifor@ment suif0, 1], alors les deux variablesétoiresX; et
X, définies par

X1 =V —2Inwuy cos2nuy, Xo=+/—2Inwu; sin2mus, (8.61)

ont une distribution gaussienne de moyenne nulle&tatt type unitaire.

Exercices

Traceurs définis positifs

Démontrer que, pour un traceur dor@ublution estégie par ??) sans source, dans un domaine
fermeé, la concentration du traceur nemhsse, en aucun point, la valeur maximale initiale teeuv
dans tout le domaine, si le tenseur de diffusion é$indpositif.
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————————

Data 1 Calibration
 Data 2 Validation

Figure 9.1 : Procedure classique de calibration-validation. Une prémi €rie de donBes permet
d’ajuster les par&tres afin de refggsenter au mieux ces daéwes. Ensuite, le méte obtenu
est utili® dans une autre configuration avec un dénx¢ jeu de doréres. Sile magle repro-
duit aussi bien cette autréege de donges, in@épdentante de la pregrie, on considre que le
mockle est calibe

Quand les premiers metks ontéte utilises et de nouveauxégteloppement incorpés, il est
apparu tes rapidement laéctessié de pouvoir apg@hender I'effet des changements introduits.
Il fallut en effet pouvoir erifier si un changement de paraimsation par exemple affecte (et
ameliore) de facon significative les@visions. Au @but de la moélisation, cette estimatiogtait
subjective (on donnait au &eorlogistes des cartes deepisionétablis par plusieurs @thodes et
leur demandait laquelle cadrait le mieux).

9.1 Calibration
[?]

9.2 Validation

Veérification: éthimologiquement,

souvent:

déeterminer si le code produit dessultats en accord avec leesfications du moele [?]

"test du code de calcul ("bug free”?]’. Sens tes restrictif, car il ne teste que si le code de
calul est comforme I'algorithme choisi pouré&soudre le prokeime matématique. Mais @me
GESAMP devient plus flou ensuite, en parlant dedafication du fait que la thode nurarique
donne une suffisemment bonne reg@Entation de la solution analytique. Evidemment, les dgtix
pects de cettearification sont indpendants (on peut avoir un code de calcul correct d'un nigmuva
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sckema nurhique, tout comme un code "buggd’un excellent scema nunérique). Comparer les
résultats du moglea une solution analytique est bien un test utile, mais il #ftite de distinguer
des erreurs de codage des effets d’'un mauvaisrsamunérique.

Test de symratrie et de cas@&bgréres (a1 n'importe quel scema nungrique devrait fournir
une solution exacte) permettent detecter certaines erreurs de programmation

Il conviendrait donc de gzifier quand on parle deevification s'il s’agit d’un test du code ou
de l'algorithme.

Dans le sens deérification de la conformé& du moele nunérique au modle mattematique,
rien ne permet de dire que la madd repésente correctement laalité.

On pourrait n@me imaginer des situationa an moele nunérique serait une meilleure r&zentation
de la galitt que le modle matie@matique. Cependant, leségjifications des maxesétant le
plus souvent dorges sous forme @fuations matmatiques, on doit pouvoir attendre du retsl
numerique qu’il repésent bien la formulation mamatique servant de base de discussion, autrement
on devrait donner les ggification des mogles sous la forme de ladcription de leur algorithme
numérique.

Force est de constater qu’en pratique, les eéhesl sont pgesengs avec la description de leur
forme mat@matique et nugrique, surtout si le made matlematique est relativement courant
(équations primitives) et que ce sont les aspectsarigues qui font la ggeificié du moele.

9.3 Etudes de sensitivid

(possibilie de Factor separation)

On mockle pour lequel on n'a pas effeétd’étude de sensitivétne devrait paétre consiére
comme valié.

Il faudrait egalement utiliser Etude de sensitivétpour quantifier la calibration. En effet, cali-
brer un paramatre extemement sensible gle plus du "tuning” si la valeur du pardtne doitétre
adapé a chaque situatioa nouveau. Si tel est le cas, le nédeln’est pas "transportable” car pour
une valeur du paraétre choisi, seulement des situations biedcsjiques sont bien maédisés.

9.4 Autres concepts ksa la fiabilité d’'un modele

9.4.1 Contrdle de qualite

essentiellement au niveau des bases de&msntili€es pour le mogle. Egalement au niveau
des \erfication de solutions analytiqued [

9.4.2 Benchmarking
9.4.3 Transportabilité

On consére un moéle comme transportable, s'il&é valide dans un large spectre de condi-
tions et que I'on peut I'appliquer sans ajustement de patas dans un grargventail de situa-
tions.

Ainsi, un mocaele 3D decoulements turbulents en conduite sera plus transpedahin moele
0D d’'un syséme marin biologique particulier.
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9.4.4 Robustesse

[?] comportement correct du meébk sous des conditions e&tnes

9.45 SKILL

SKILL demande une analyse correcte de deemet une base de d@es aéquate pour le
SKILL défini demande une mesure quantitative demandeefaiton d’'une borne en deca de
laquelle la prediction du modele est considere comme autil
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Avant d’entamer la comparaison des retas, il est utile de faire le point sur les outils d’analyse
des ésultats de mages. En effet, la majoit des modles produisent une quarmiénorme de
résultats, qu'il convient de syrétiser afin de pouvoir les comprendre.

Le design d’'une&quence estaréeralement plus facile quand on veut tester une hygssh.

Lors de I'établissement d'une egpience nurarique, il faut &ja anticiper les analyses a@tteures
gue I'on sera amdra faire. En effet, on ne peuggéralement stocker tout I'historique de la simu-
lation, de sorte que certains diagnostiques doiggnet pevus et inclues dans la simulatioréme.
Ceci demandégalement une planification desggiences de simulations et de leur analyse compar-
ative. Il peut aussetre judicieux de @voir des diagnostiques permanents, permettanétixtir
des probemes lors de la simulation et la casreéant un a@t. On peut aus@viter des simulations
inutiles duesa des erreurs d’'impghentation incorrectes en simulant un bref laps de tempgseul
ment apes un changement. Si I'analyse qui s’en suit estceht avec la changement, on peut
procedera la simulation comgte, autrement on corrige I'erreur sans avoir perdu trogohgps.

Nous allonsa pesent mentionner quelques outils permettant ces analysbagmostiques.
Pour un list plus exhaustive des possibgitd’analyse, il peuétre intructif de se ré&frer aux
méthodes utiliées lors de I'analyse de domes de terrain EMER97 En effet, les maldks sont
seng&s repesenter le systne Eel, quoi donc de plus normal que d’analyser leésuttats par les
mémes néthodes que les doéas prises dans un sgate Eel?

9.5 Graphiques

Idéalement, afin de faciliter le portage des outils d’analyisiaudrait choisir des logiciels
disponiblesa frais eduits sur un maximum de plateformes et eysts d’exploitation. me
si de nombreux logiciels de regsentation de ce typesont disponibles, encore faut il saus
repesenter. 1D 2D 3D, histogrammes

9.6 Quantités integrales

Contenu de chaleur, de sel ou tout autre variabdsad’

9.7 Parametres statistiques

Mean, standart deviations, Gaussian distribution fit spectegressions

9.8 Analyses dearies de donrees

Correlation, Fourrier, Spectral, Wavelet, Filtré%$ [
TAMHOO méthodes statistiques classiques
prédiction statistiques?|

Test sur des trends: Spearman: Numerical Recipes
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9.9 Coupes et projections

A coté des coupes classiques dans I'espace, les diagrammeswdaitdier sont particulirement
utiles pour @tecter une propagation d’un signal dans une direction@mnign effet, en tracant des
courbes de niveau d’une variable dans un espade, on identifie imnédiatement les signaux qui
se propagent, et par la pente des isolignes, leur vitessepagation dans la directian Dans un
espace plusieurs dimensions spatiales, il faut bien entendusahlaidirectionz astucieusement.

COPIER le diagramme du travail upwelling et Mer Noire.

, vorticité potentielle sur isopycnes etc

9.10 Overturning streamfunction
9.11 Echanges tEnergie

9.12 Analyses TS

plus geréral: cluster analysis HAIR98

9.13 EOF

9.13.1 SVD

Supposons que I'on souhaitesoudre le sysme lireaire suivant
Ax=b (9.2)

mais contrairement au prabhe lirtaire classiqueA est de dimensiom: x n (on dira que la
matrice appartiend I'enssemble des matrices @&"). Le vecteur inconnwx est de dimension

n X 1 mais nous avong: équations. Le sysme est donc soustermireé sim < n. Pourm = n le
probkme admet la solution = A™'b si le determinant deé\ n’est pas nul. Sin > n le probkme

est surétermire et n'admet pas de solution exacte, sauf sihles n équations supplmentaires
sont des combinaisons éaires des autres (systme compatible). Nous constatons, que selon la
taille de la matricé\ et sa structure, la solution formelle change, ce qui denrang®e discussion
détailleea chaque nouveau prasthe. Ceci posera d’autant plus de peshes gu’en&alite, la
matriceA n’est pas connue parfaitement. Ainsi, par exemple, deamsrseir les donees pourraient
faire passer un probime matktamatiquement singuli@run probémea solution unique.

Pour cette raison, nous introduisons la notion éeamnposition en valeurs singaites, car
comme nous allons le voir, cela permet @saoudre un syste sous- ou suedermiré par un
méme processus. A cette fin, nous commencons par une fororul#itin probéme aux valeurs
propres. Le proldmeAx = px n'est bien entendu pas bien gosim # n. Par contre le prokime
aux valeurs propres suivant est taufait licite :

Bx = px (9.2)
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ou nous avons constrtmﬂa matrice caeeB de dimensionn +n :

(0 A
B:(A* 0) (9.4)

On constate que la matrié&est hermitienn®* = B, de sorte que les + m valeurs propres
pi sont toutes&elles et que les vecteurs propres sont orthogonaux. Etang da structure parti-
culiere deB, nous pouvons expliciter la structure des valeurs et vestgwpres. En effet, nous
pouvonsecrire le probkme aux valeurs propres comme suit :

(& 5) ()= () 0

de sorte nous obtenons le sie suivant :

Av = pu (9.6)

A*u = pv (9.7)

le premier systmeétant de dimensiom (commeu) et le second de dimensiean(commev). Nous
pouvons en tirer facilement

AA*u = p?u, (9.8)

A*Av = pv. (9.9)

applinApplication lireaire, noyau (kernel), etimage

Chacun des ces deux systes constitue un praihe aux valeurs propres classiques pour une
matrice hermitienne semiéfinie positivE de sorte que nous obtenons bien des valeurs prepres
non-regatives et des valeupgréelles.

Nous pouvons donc calculer unere de valeurs proprgs que nous pouvons choisir comme
les racines nonégatives de?. En effet, le choix du signe opp@sen vue des relations (9.7) et
(9.6) ne fournirait pas de vecteurs propreséipendants, mais seulement chasge signe. Nous
pouvons donc choisir les; non-régatifs et les classer dans I'ordréatoissant. Ces valeurs sont
alors appdies valeur singudres de la matricA.

Or, puisque les deugquations|(9.9) et (9.8) sont simuléanent satisfaites pour une valeur
proprep donrée, la solution de n'importe lequel des deux sera suffisantepus calculons les
m vecteurs propres et valeurs proprest p? en ésolvant/(9.8), on pourra calculeren utilisant
(9.7). Si au contraire, on calcule lesvecteurs propres et valeurs propkest p? en esolvant
(9.9), nous pourronsatiuireu de (9.6). Cependanitant dong la dimension diffrente des deux
problemes|(9.9) et (9.8), la seule facon de concilier cela avéaitlgue lesp doivent satisfaire les
deux systmes est d’avoip; = 0, i > r = min(m,n).

1 On peutegalement faire le@veloppement avec l&dinition suivante :

0 A*
BE(A 0). (9.3)

2 On \erifie sans peine que les matridd* et A*A sont semi-éfinies positives en calculant par exemple la forme
quadratique classique AA*u = z*z = ||z||* > 0 avecz = A*u.
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Cela montre donc qu'il suffit deesoudre le systme déquations dont la taille est la plus faible.
Sim < n, on calcule donc les: valeurs propres et vecteurs propres par (9.6). Si nous avons
obtenusk valeurs propres non-nulleg (< m), on obtiendrak vecteurs propres par (9.7). Les
autresn — k vecteurs propreg; ne peuvent plugtre obtenus de cette facon puisque les valeurs
propres correspondantes sont nulles. On peut les obtaria p@&thode de Gram-Schmidt. En vue
de (9.6) nous constatons gu'ils font partie du noyade
Av; =0, i=k+1,...n (9.10)

alors que pour les valeurs propres non nulles nous avons
Av; #0, i=1,...,k (9.11)

Par (9.7), nous constatogalement que i < m, lesm — k vecteurs propres; correspondants
aux valeurs propres nulleés= k + 1, ..., m font partie du noyau de I'application Eaire adjointe
et satisfont

A =0, i=k+1,..,m, (9.12)

alors que les: vecteurs propres correspondants &waleurs propres non-nuls,= 1, ..., k sont
tels que
A*u; 40, i=1,..k (9.13)

Pourm > n, on inverse simplement I&ke deu etv.

Comme les prol@mes aux valeurs propres (9.8) et (9.9) sont des gnoéx aux valeurs propres
de matrices hermitiennes, nous savons que nous avons umertiasnornée de vecteurs propres
qui ont ici la particularié de contenir un ensemble de vecteurs propres pouvant demvase pour
le balayage du noyau deetA*.

A présent, nous pouvons reprende le peofod initial,a savoir la €solution du sysime:

Ax = b. (9.14)
Sim > n nous pourrions avoir un sygne incompatible. Noustudierons donc laésolution de
Ax=Db+r, (9.15)

ou nous permettons urésidur. Nous pouvons alorsabelopper les vecteurs qui interviennent
comme suit:
X = Z%Vi, b= Zﬁium r= Z%’Ui, (9.16)
=1 =1 =1
ol nous connaissorset par consquents; = u’b. En utilisant|(9.6) on obtient
k m m
Ax = Z%’Piui =b+r= Zﬁiui“'z%‘uia (9.17)
=1 =1 =1

ce qui par projection seduita

api=ub+y, t=1,...,m (9.18)
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avec bien entendp; = 0, ¢ = k + 1,...m. Rien ne nous engigche de minimiser leésidu en
choisissant; = 0, i =1,...,k, car dans ce cas oreterminer; = u*bp; ' sans proh‘im@. Par
contre, pouri = k + 1,...,m, hous ne pouvons plugterminera; et avons unésidu doni par
vi = —ulb, i=k+1,...,m. Nous avons donc une solution partiellemengéitgmiree

X = Z ugPVi + i o,V (919)

avec un esidur que I'on a minimi€ :

r=— Y uby (9.20)

i=k+1

Nous constatons que |&sidu peugtre nul si la condition de compatibéity, = 0, i =
k 4+ 1,...,m est satisfaite. D’autre part, la solutiarcontient une composante&lau noyau dé.
Aucune information n’est accessible par Eguations sur cette partie. Le chaix = 0, i =
k + 1,...,n constitue le choix d’'une solution de norme minimale pour&sidu minimal et nous
obtenons la solution appét SVD (Singular Value Decomposition).

Nous pouvonséecrire la solution sous forme matricielle en construiganix matrices cages:
U de dimensionn x m est don@ parU = (u; us uz .. u,) etV de dimensiom x n par
V= (v1 Vo V3 o ... vn). De néme, nous construisons une matrice rectangulade dimension
m x n de sorte qu¢D),. = p;, @ = 1,...k, les autreglementsttants nuls. Il s’agit d’'une simple
géreéralisation de matrices diagonales.

Dans ce cas, il est @sd’ecrire les relations d’orthonormait/*U = UU* = 1,, etV*V =
VV* = 1, rappellant que les inverse de matrices unitaires sont kdjmntes. Mais nous avons

(9.6), (9.7),(9.8),(9.9) qui peuvent seecrire en

A*U = VDT (9.21)
AV = UD (9.22)
AA*U = UDD" (9.23)
A*AV = VDTD (9.24)

D’ou nous tirons la diagonalisation suivante
U*AV =D, (9.25)

ou la cecomposition en valeurs singaites

A = UDV". (9.26)

Notons que les valeurs singéites sont leg; et donc les racines c@&es des valeurs propres
des matricedA* et A*A par (9.8) et

Nous pouvons aussi calculer la pseudo-invérsede A. La pseudo-inverse est de dimension
n X m et satisfait

AATA=A, ATAAT=AT (AAT) =AAT, (ATA) =AA (9.27)

3En pratique, siles valeurs propres deviennert taibles, cela veut dire que leguations ne sont pas suffisamment
riches pour éterminer les vecteurs propres correspondants de fagfisasument pecise. Dans ce cas, on peut
consicerer gu'ils font partie du noyau et ainsi oublier I'inforraat contenue dans légjuations.
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Pour une matrice diagonal@igerali€eD, la matrice pseudo-inverse s’obtienté&isent

1
_1 = — ) p—
(DY), = o 1.k (9.28)

les autreglementsttants nuls. De la on verifie que
A* =VD*U*. (9.29)

Ainsi, la solution du sy&tme lireaire
Ax = b (9.30)

parA*b ne fournit rien d’autre que la solution de norme minimaleetésidu minimal que nous
avons @ja analyge.

La résolution d’'un sy8me par la pseudo-inverse donnera doncdieuwe solution dans le sens
des moindres cags pour un sysime surétermire non compatibleg la solution classique pour une
syseme lireaire classique non singulier,@une solution de norme euclidienne minimale pour le
cas d’'un systme sousgtermiré ou singulier. L'analyse des valeurs singudis indiquegalement
dans quel cas I'on se trouve.

9.13.2 Analyse de signaux

LA REFERENCE?7]]

Nous pouvons cons@ter que tout mogle nous fournit uneé&ie de nombresn{) a chaque
instant, cette&rie de nombres pouvaatre le vecteur dtat proprement dit du syshe, un sous-
ensemble ou une grandeur utile pour les diagnostigués: De par sa nature disete, nous
aurons plubt une serie de vecteuxsa des momenrgquidistants; = t, + iAT, AT~! étant donc
la frequence dchantillonage du made. On effectuera échantillonnages sur la ceen AT de
la simulation. Pour un made 3D de hauteasolution,n est geréralement beaucoup plus petit que
m.

On peut se demander si I'on pewabmposer le signal dans une base orthogenm partic-
uliere afin de ref@senter la variabilé de facon efficace (en alignant les vecteurs de la base dans
les directions priviéggiés de la variabili):

x(t) =Y AV (t)y, (9.31)

soit en variables disétes

x; = x(t;) = Zy(j)(ti)uj. (9.32)

Bien entendu, si 'on connait la base orthornéamle calcul de/’)(t;) est imnédiat par les rela-
tions d’orthonormali¢ :

YO (1) = uyx (9.33)

Notre objectifetant d’analyser la variabiét nous pouvons supposer que le vecteatatx est une
déviation par rappora une moyenne. Ici cela signifie qié;_, x; = 0.
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Nous aurions un vecteur de baskien choisi, si en moyenne sur le temps coésdil s’aligne
bien selon un axe de variations temporellesé&rehtes dans I'espace. Nous cherchons donc des
vecteurs de base qui maximisént

I,
o2 lul? (9.36)
=1
sous la contrainte*u = 1. En definissant une matrice € ()"
X = (X17X27 ...,xn) , (9.37)

la recherche de ce maximum peut se faire sous forme vargigoavec un multiplicateur de La-
grangen\ pour la contrainte de normalisation :

Su [[JluX|I> = nA (u*u — 1)] = 0. (9.38)
On cefinit alors une matrice ca&eC hermitienne de dimension x m :
czlxx*—li X * (9.39)
= = 2 XX, .

que I'on interpete comme une matrice de covariance spatiale que I'on awbmremplacant la
moyenne statistique par une moyenne temporelle s@ria de donées disponibl@s Dans ce cas
leséquations d’Euler Lagrange du principe variationnel sont

Cu = Au, (9.42)

4 Une generalisation avec des poids éifénts sur les points en fonction de I&gision est envisageable:
n
> urWix;® (9.34)
i=1

ou W est une matrice de poids x m. En cefinissant une nouvell&se

on retombe sur le@eloppement classique. Le poids petre fonction de la surface réggentative par la doie (si
Wi = S/ A A—1, avecAy, la surface assogiau point de dorresk et A leur moyenne sur toute le domaine,
on calcule la moyenne par uneégrale plubt qu’'une somme) ou fonction de lagmision assoée. Ici il est utile
de rapeller que nous travaillons avec des anomalies, qugéat donc pongter. DAVI76 montre comment on peut
optimiser les poids dans le cas de dees manquantes afin de reduire I'estimation de I'erreuresuainplitudes des
modes. KAPL97, quardt eux montrent comment tenir compte de deesmmanquantes lors d’un filtrage de la matrice
de covariance. VERIFIER que mon poids correspond a cela???

SDans ce cas, on introduit une erreur par rappde vraie matrice de covariance. Pour une distribution aggm
I'erreur standart sur I'estimation de I'ecart type est

€= ——. (9.40)

De méme, I'erreur standardlC sur I'estimation de matrice de covarian€ear un nombre finh de ealisations est
NORT82

) Q). 2
0C=3-E (E);= . (9.41)

On \érifie sans peine queace(E) = trace(C) de sorte que la variance de I'erredrest bien don@e paro?/(2n) ol
o? = trace(C) est la variance totale du signal
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uu* =1, (9.43)

et nous constatons que nous retombons sur I'analyse SVDa#oylier, nous pouvons calculer
les valeurs propres aussi par une matrice de covariancetetigb de dimensiom x n

Sv = )\v (9.44)

1
XX, u=—=Xv 9.45
a 549
La d’ecomposition SVD de la matricénous fournit les vecteurs de baséjue nous utilisons
pour former donc une matrice de vecteurs de hhseC;"

U= (Ul,U27...,Um) (9.46)

dans l'ordre des valeurs singaites @croissantes) sur lesquels nous avons une varahiliplus
colérente dans le temps. Ensuite, nhous pouvons projeéeollition du vecteux(t) sur chacun
des ces axes, poetudier comment le mode en questievolue. Ceci peut se faire par les outils
classiques d’analyse deefjuence etc, si I'on calcule

YD () = uj*x; (9.47)
ou sous forme matricielle
G=UX (9.48)
avec le @veloppement deapart:
X = UG. (9.49)

L'on identifie G via la decomposition SVD
G =DbV* (9.50)

puisque
X = UDV*. (9.51)

On trouve bien entendu que la matrigeest constitée des vecteurs propres du p&rbke et que
les valeurs propres de notre pretrie sont obtenues partir des caés des valeurs singelies
constituant la matric®:
(D)
A= —2% (9.52)
n

Nous constatoﬁsque sur la dugenAt, lesévolutions des modes sont statistiquemetateles
carG*G = 1,,.

6Une construction alternative de leéthrie des EOF part de I'e de trouver des modes spatialement orthogonaux
qui sont temporellementagoreles sur l'intervalle de temps des d@®s. Autrement dit, on cherche des modes pour
lequels

> A ) Y™ () = n\ibim (9.53)
=1

On retrouve alors le Bme probdme aux valeurs propres que celui obtenu en cherchant dessmodressemblent au
mieux en moyenne au signal.
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L’ évolution temporelle de 'amplitude d’'un modeest alors simplement doéa par
7 (t:) = urx(t;) = (D) (vi™), (9.54)

autrement dit, lasquence temporelle du modese retrouve comme les composantes du vecteur
O)vr- |
La variabili totale du signal est doaa par

n

Z x;*x; = trace (X*X) =n Z i (9.55)

i=1 i=1

de sorte que la variance totale du signalest don@ simplement par la somme = > \,.
Si nous considronsa present la contribution d’'un modedonre a la variabilie, nous avons sa
variance

n n

> () A () = %Zvl(ti)wl(tz‘) =AY (i) (i), = A (9.56)

=1 =1

Q
~
Il
S|

Si l'on retient lesl premiers modes (dans I'ordrécroissant des valeurs propres) on dit que la
serie tronqee au/ ieme membre explique une fractipnde la variance du signal, et I'on calcule
cette fraction par

Z(—l Ai
pr= S (9.57)
Zi:l Ai
Le 7eme mode expliqua lui seul la fraction
A1
fr= a1 (9.58)
Zi:l Ai

Puisque ce sont les valeurs propres les plus grandes quiiméuosssent en priodt on peut
optimiser leur calcul en utilisant un algorithme de calcalv@leurs propres exploitant le fait que
la matrice est hermitienne seméfthie positive et que I'on ne s’iatesse qu’aux valeurs propres
les plus importantes. S'il faut ensuite calculer le rappgrt) . A;, on peut exploiter le fait que
> A = trace(C). Autrement si la taille des matrices impliges n’est pas trop grande, on peut
faire appel aux routines SVD des logiciels tels que MATLABMATHEMATICA /7.

Rappelons encore une fois que lessont les cags des valeurs singelies de la matrice
obtenues par uneedomposition SVD divies par (a cause de laéfinition des vecteurs propres
et valeurs proprea partir de la matrice de covariance au lieuwd€).

Nous avons donc une &thode efficace de reggentation de laésie de dongées si quelques
modes propres sont suffisants pour arr@eepgésenter un pourcentage suffisemmaeté de la
variabilite. Le choix du nombre de modesaessaires peétre subjectif (on tronque l&ge quand
on a explig@é 95 ou 99% de la variabili€) ou objectif (on agte quand on sait que le niveau de
I'erreur de troncature de l@&se est proche du niveau de bruit sur les dsamou sur I'analyse EOF
elle-méme).

PREI77 pésentent une &thode pour étecter le niveaa partir duquel il devient impossible de
distinguer un signal d’'un mode EOF d’un sign&ngré par un bruit blanc. Leur prédure est la
suivante: On grere une matricX de neme dimension que celle que I'@tudie par une gthode

’Le logiciel MATLAB se conformea la pésente formulation mais le logiciel MATHEMATICA fournit envraie
matrice diagonale et une des matritesu U rectangulaire avec dé&éements nuls.
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de Monte-Carlo (variables gaussiennes non cee®)l. Ensuite on calcule les pourcentafjedes
cette Balisationr que nous notong;. On repete cette praadure 100 fois et on classe Ig5pour
chaque mode dans l'ordre croissant. Aifisi est un seuil qui indique que dans 95 pourcents des
cas, une variable @htoire produit une fraction explige f; plus faible quef{>. D’ou I'on tire un
critere d’'arét: on aréte la €rie ks que avant le momentida variance expligee du mode vatre
plus petite quefy®, puisqu’il y a peu de chances ¢5) que la fraction ainsi encore retenue soit le
fruit d’'un pur hasard.

Une autre approche pour un érié d’arret peuétre bagé sur une connaissance a priori du bruit
sur le vecteuk. En effet, si nous supposons que le vecteur est coengossrai signal auquel se
superpose un bruit non-correlhu signal, la matrice de covariance que I'on forme seradie vr
matrice de covarianc€; a laquelle s’ajoute la matrice de covariance du b€t Par rapport
aux "vraies” valeurs propres; et vecteurs propres;, nous obtenons donc des valeurs maédgifi
satisfaisant

(Ci + Co) (Ui +ni) = (Ai + ) (ui + ny) (9.59)

Si nous supposons que le bruit est faible par rapport aulsigmas pouvons &velopper le calcul
des valeurs et vecteurs propres par perturbations et neossiavoir

Cou; + Cn; = \in; + p5u; (9.60)
La relation d’orthonormalé devient au premier ordre dans la perturbatipn
ui*ni =0 (961)

En multipliant (9.60) pan;* et en utilisanti;*C = \;u;*, on obtient imnédiatement la modification
des valeurs propres:
i = Ui*CnUZ’. (962)

Pour calculer les variations sur les vecteurs propresffit sie projeter le vecteur dans la base des
uj

ni = zm: alu, (9.63)
=1
et de multiplier((9.60) pau;, j # i. On obtient alors
u;*Cpu; + a§i))\j = )\iay) (9.64)
D’ou nous tirons 0ot
n; = 2 WY uj (9.65)

et (9.61) est satisfait.

Ici, nous avons d faire I'hypothese que nous n’avons jamais deux valeurs propres identiques
Ai = A;. Ce cas est en fait unégenerescence et les deux vecteurs propres @&ssneisont pas
definis de fagcon univoque, puisque toute combinaisogdire de ces deux vecteurs propres sera
un vecteur propre. Dans ce sens, il est normal de trouverems#slite "infinie” de ces vecteurs
propres. En pratique, ce cas est ptutare. Par contre, nous constatons que s'’il y deux valeurs
propres qui sont proches, il y a unfmmene d’amplification de I'erreur.

Il faudrait assurer qug;| < |A\; — \x|, autrement, on risque de modifier les modes propres de
sorte qu’on se trouve dans un cas éggherescence "de fait”.
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L'erreur sur l'évolution temporelle de 'EOF peut s’obterdr partir de I'information de la

matrice de covariance temporelle de I'err&yr I’ évolution temporelle du modéeperturke est
repiesenée par les composantes du vecteur

e +0; = v/n(\+ ) (v +m;) (9.66)
alors que le mode non pert@lest dona par
e = \/mhvs (9.67)
et nous pouvons calculer

Vj*SnVi

A=

m; = (9.68)
J#i

Au premier ordre, nous avons donc une amplitude egachune erreur de

Mo Ai V*Spv;
Y 2 v g mnTt oo 9.69
YT " %é; \ A (A =) & (9.69)

Ici aussi, il y a amplification d’erreurs si deux valeurs pesgpsont trop proches. Malheureuse-
ment, les formules @senkes ne seront pas utiles pour calculer les perturbatiorsldamatique.
En effet, il faudrait connigre la matrice de covariance du brdit pour ce faire. Mais dans ce cas,
on pourrait imnediatement calculer la "vraie solution” en retirdht de la matrice de covariance
calcukea partir des donges. Par contre, si nous avons une estimation de la matrimevdeance
de fagon approximative, nous pouvons alors calculer uti@ason de I'erreur sur les valeurs pro-
pres et vecteurs propres. En particulier, si nous savondegseul bruit est un vrai bruit blanc
de variance:? (erreurs instrumentales, ...) seul les valeurs propresrsodifiees carlC. = €*11.
Les vecteurs propres ne sont par contre pas nawdifOn doit alors tronquer l&sge au terme
ou \; ~ €2. Alautre extéme, si le "bruit” est & a un signal marginalemenésolu par la &rie
temporelle ou la couverture spatiale, nous pouvons faipelagu probdme continu pour evaluer
I'erreur duea la discétisation. En effet, la "vraie” matrice de covariance gerai

T
% /0 <(O)x* () dt (9.70)

gue nous avons en fait caléupar une irggration par la rathode du "rectangle”, dont on sait que
I'erreur est proportiennél AT?.

Exemple de matrice de covariance ?7??

Bien entendua partir du modd pour lequel\; ~ €2, les EOF essayent d’analyser le bruit et
nous lesgcartons donc. Notons que le bruit affecte tous les modés,pr@portionellement moins
les modes les plus forts. Si le bruit affectant les dmmpossde une structure spatiale, alors non
seulement les valeurs propres sont médifnaigalement les modes EOF augmes. Ceci veut
dire que pour un deugme set de doraes du rdme systme, nous devons nous attendrebtenir
des EOF diférents, surtout ceux pour lequels la norme de la matriced®iamce du bruit devient
importante par rappog ou si le nombre &chantillons n’est pas suffisemméeve NORT82.

Notons que le thoreme de Eckart-Young-Mirsky montre que ksidu de la &rie troncqée
est minimal pour urf fixé quand les vecteurset v sont bien les vecteurs singuliers normadis
assoades aux! valeurs singukres,/); les plus grands.
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Bien entendu, lagcomposition dans le temps peut a@tst remplaee par un dveloppement
selon une direction spatiale. Pour un cas 1D, cela redéantervertir la coordonge spatiale et
temporelle, ou en termes de matriceXid’en prendre sa transpas. Or

X* = VvDU* (9.71)

de sorte que I'on peut simplement invertir e deU etV pour passer d’une inter@tation espace-
tempsa une interpgtation temps-espace sans devoir recalculer une matricevdgiance tem-
porelle au lieu d’'une matrice de covariance spatiale.

Un avantage de laatomposition EOF est son cara lirtaire dans la phase d’analyse alors
que le signal peuétre compttement non-lieaire. Cependant, comme leur nom lindique, les
modes sont parfaitement empiriques et ne donnengetrgl pas liewa une interpgtation physique
immédiate. Un mode physique peut aiéie contenu dans plusieurs EOF et ingenent, une EOF
peut contenir de l'information sur plusieurs modes physguAussi, les modes sont construits
a partir d’'une érie de donées sur un sy8te, et si I'on recalcule uneese de EOFa partir
d’'une <rie de donaes ulérieures, on obtiendra une autrecdmposition. Les EOF particulier
d’'une ®alisation peuventaréralemenétre assez diffrents d’'une autregalisation d’une r@me
experience, mais heureusement, I'espace couvert par les gnefBOF les plus importants est
guanta lui robuste.

Ainsi, I'utilisation des EOF comme base de calcul pour @n@ution prognostique ou d’assimilation
devrait contenir un enssemble de EOF plus riches que le Isignaepart ne le sugge. Le
probleme dans ce cas est que nous n'avons aucune informatiorssurdure des EO& retenir en
plus, car ils ne sont pas contenus de fagon significative sdonges utili€es pour les constru-
ire. Ainsi, dans les mthodes d’assimilation bass sur les EOF, on travaille avec un base de EOF
gue I'on remet jour regulierement en y ajouttant des modes au hasard et en retiranbteEsries
moinsénergtiques. BRAS Extented Kalman Filter PHAM98

Le fait que les EOF permettent deduire les informations de fagon spectaculaire peut aussi
étre mis au profit de recherches de correlations entre deiables. En comparantévolution
des EOF des ces variables, on pegttedter plus facilement des correlations qu’avec les ceamp
complets.

L'analyse EOF est la plus naturelle si le vecteugtdt contient une seule variable physique.
Dans la cas contraire, on peut normaliser les variablesigumgs de plusieurs fagons, conduisant a
d’autant d’analyses EOF défentes. Ainsi s'il y a plusieurs types de variables ou uniabbe avec
une variabilie bien distincte dans deux souegions, on peut remplacer les matrices de covariance
par une matrice de correlation, ayant ainsi nornéatisacque valeur locale paétart-type tem-
porel local. En pratique, on devrait doatudier I'effet de normalisations (et de classement dans
le vecteurx). Un cas simple deégyeéralisation pouvant tiger conjointement les deux composantes
du vecteur vitesse horizontal est la COEF (complex EOF). e, éfsuffit de stocker les variables
u etv comme les composantes d’un nombre complexe consituagéorent dex. Toute I'analyse
EOF reste d’'application, puisque nous I'avongéganée sans faire appél une hypothse sur le
caracere €el dex. On peut donc Btendre sans pra@ineégalemend au domaine spectral. On
peut par example effectuer une transféame Fourrier rapide sur lesrges temporelles et ensuite
effectuer une SVD sur le matrice conséudes amplitudes complexes, fonction de éafrance
et de I'espace. Nous aurions alors une @spntation "optimale” dans le domaine spectral avec
une possibilié de repesenter des propagations HOGG77,WANG77 Une autre facamatyser
les propagations sont des approche€basur les ... lagged.

On ceréral, on peut appliquer la&édomposition SV toute &rie de donaes distribées uni-
formément dans un "espace” 2D. Ici "espacé&siyne simplement un classement selon un certain
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critere, comme la position dans le temps, dans I'espace etc.

MSSA, : EOF en delay data with maximum lag: Pour pouvéparer des signaux de valeurs
singulieres proches.

Si des modes EOF on des variances proches, il y a dangeegderences, car les valeurs
propres et vecteurs propres sont proches.

Un probeme des EOF est qu'ils caractgtides variations qui ont un @me comportement
dans le temps (typiguement une onde stationnaire) maismgapropagation d’un signal.

Si le domaine d’analyse est trop petit, il se peut que lesasigrle part et d’autre du domaine
soient corrdts et que 'EOF se voit imposer une structure par la taillealoalne. Si au contraire
le domaine est trop large, des signaux qui ont une variantéagie dans des endroiédoigrés se
verront coupks artificiellement par I'analyse EOF.

Notons que le su@&s des EOF verticaux en@rographie est notemmernt du fait que la plus
grande variabilié¢ est obse®e a la surface des éans, de sorte que les EOF omngralement
une amplitude rapidemengdroissante vers les profondeurs. Ainsi, on utilise ndament les
EOF pour projetter des informations obtenues en surfacelgsrzones profondes. Typiquement
on cherche exploiter les EOF dans l'utilisation des photos satélétadans la étermination des
structures 3D de denéit Cette approche esgalement utile dans une optique d’assimilation.

Notons que la dcomposition pesené se recontre dans sa version continue sous le nom de
decomposition orthogonale propre (POD) @acdmposition de Karhunen-ege LUML71,HOLM96.
Dans d’autres domaines, laéthode disate fait aussi@férence aux modes propres orthogonaux
(POM) oua l'analyse en composantes principales (PCA), voire la 6flaahalysis” en sciences
sociales HAIR98.

Pour des processus qui se propagent, il est plus utile aedppel aux CEOF...

IDEE: construire matrices de variations de x d'un pd'awutre; peugtre cela serai mieux pour
déetecter/pedire des tendances @tteures en fonction des tendancesddentes; ou bien est-ce
equivalent? Bref essayer de construire

(x1 —Xg X —X| ... Xp— anl) (9.72)

Déja fait???
Algo pour selection rapide des premiers modeselugnce suivante

u «— Xv (9.73)
p — Vu*ru (9.74)
U — % (9.75)
v — X*u (9.76)
p — VVv*v (9.77)
ve (9.78)

p
(9.79)

gérére une suite de valeurs singries et de vecteurs propres qui convergent rapidementevers |
plus grande valeur singelie et ses vecteurs propres correspondants. En effequ@sce propée
n’est rien d’autre gu’une adaptation de I'algorithmeéasr le quotient de Raleigh (REREyitant
cependant le calcul explicite d’'une des deux matrices dar@we (dont le dat asso@ serait
m?n olmn?). Le nombre d’oprations par #ération de notre séma se comporte comn¢m +
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2)(n + 2) Quand on connait la valeur singeite p et les vecteurs propres assi etv, on peut
calculer la valeur suivante en exploitant compositiorX = UDV* et recefinir

X — X — puv* (9.80)

sur laquelle on peut appliquer leéme algorithme, mais qui convergera vers la seconde valeur
propre (attention a la propagation de I'erreur, il faut cueelcherche precedente aie bien convergee,
sinon va garder une partie de la structure correspondaateaddur propre non convergee...)

Calcul direct de SVD: le cout se comporte comme min(m, n) + min(m,n)?

L'approche iérative pourrait donc rester gressante siv ~ n et que quelques valeurs propres
suffisent pour caraetiser la systme.

Taux de convergence de I’estimatipﬁ)a l'itérationk de la valeur propre la plus grande

k
o= 10 (ﬁ) (9.81)
P1
Et la convergence seetkriorise si la deux@me valeur propre est proche de la prema. Dans
se version &cursive de la @thode d’exhaustion, nous constantons donc que I'algoettalentit
guand on s’approche de la plage des valeurs propres qui sochgs. Mais puisque de toute
facon on s’arete quand les valeurs propres sont trop proches, orégade fait au momentuo
I'algorithme converge moins bien !
Extrapolation erh?: [?]

n m

Zmp2 = trace (XX*) = Z Z | (X)) B (9.82)
i=1 i=1 j=1
(mn opérations)

Autres idees de robustness: changer I'ordre des pointsgaias est toujour remplace par un
vecteur 1D. Changer I'ordre de rangement... Aussi: avoirzéess au milieu (decoreller ou terre)
cela change t'il le resultat?

Une sorte de validation crdde sur le seuil a retenir: Remplacer un set arbitraire de &ksn
par des zeros et calculer pour un nombrde modes retenus, I'ecart en ces points, entre la se-
rie tronquee et les donges initiales. SI < m, n alors I'ecart sera grand (pas suffisemment de
modes significatifs inclu). De memekik m, n I’ €cart sera granggalement, puisque nous aurons
restitue la nouvelle&ie correctement mais qui contient désas b au au cepart, on en n’avait
pas ! D'ou l'idée, trouver* tel que I'ecart de pediction devient minimal en ces points. Validation
croisee classique: okcarte un seul poirit la fois, et onépete I'exgerience suffisemment souvent
pour pouvoir faire des statistiques. Validatioengrali€e: on enleve un set de dares suffisem-
ment large pour fare des statistiques sur le set, mais suffi@at petit pour ne pas perturber trop
'analyse EOF. Il faudrait donc verifier la robustesse déecapproche en effectuant la validation
croife avec un set plus ou moins large pour valider éhode mettrg/mn points pris au hasard
a zero semble marcher assez bien ...

Characérisation @rérale de I'erreur sur les valeurs propres d’'une matrice tiemeAperturbéepourdor
+0A e.g; [?]|6 k] < ||6A]]20U la normel|A]|3 est doni par le rayon spectral de'A

ici, on peut majorer le rayon spectral par la traceAdd, ou, ce qui revient au éme, par la
norme euclidienne da

si on connait la variance du bruit on peut donc majorer pardig sur chaque valeur propre
par cette variance. Cette borne étipure est cependant trop pessimiste, car nous savona que |
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somme des erreurs dd@treégala la variance du bruit. Majorer I'erreur sur une valeur peopar
cette variance revierit supposer que l'erreur a laéme structure que 'EOF en question, sinon
I'erreur serait distrib@e sur plusieurs EOF.

EOF pour pediction par eseau de neuroneg|

9.14 Modes physiques

L'archétype d’une @composition en modes physiques eseaaimposition en modes normaux
verticaux [?]. De plus, nousttudierons une onde de faible amplitude qui se propage dans u
environnement stratéiau repos. Dans ce cas,

V-v =0, (9.83)
ov
n + 2QAv = -V q + bes, (9.84)
0b )
O N (2w =0, (9.85)

ol N%(z) = 20 est la fequence de Brunt-&isala du profil de densitambianty(z).

Nous allons projeter cesjuations sur des axes orieside sorte que repesente la longitude,
y la latitude etz la distance par rappo# la surface du globe. Dans ce cas, nous allons nous
limiter au voisinage d’'un point d’ig&t pour pouvoirécrire leséquations dans un sgshe de
coordoniees cagsiennes qui tient compte de la variation du pa“ﬂumde Coriolis (plamp). En
toute geréralite, nous posons dont= 20 sin \, f* = 2Qcos \, § = %, g* = 4L ce qui permet
d’écrire lesequations pour les perturbationgds aux ondes en coordcoms cale3|ennes locales
comme sulit :

L'approximation des ondes longuég > L, nous permet d’utiliser quilibre hydrostatique
siT > N~'. Dans ce cas, il est aussi habituel de poser= 0. Nous avons donc le syshe
Boussinesq aussi...

ou Ov Ow
%+a—y+£—0, (986)
ou dq
ov dq
0=, (9.89)
0z
0b 9 B
En + N*(z)w = 0. (9.90)

Une équation pour la vortio#t s’obtient aisment par @rivation croige de((9.87) et (9.88) et
I'utilisation de (9.86) poukliminer la divergence horizontale du courant:

0 (c% ou

o | 70 ay) f— +Bv=0 (9.91)
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Nous pouvong&limineru entre (9.92) et (9.86) viaédivations partielles sur ett:

0 (5)2@ 821;) 3w 0w o

ai\az Y32 ) T aage: T awe: TP 0 (9.92)

La déerivation de((9.87) et (9.88) par rappart, t permet d’aboutir aukquations suivantes:

B 0%v ow
020t2 f@z@t oz’ (9.93)
03v 0%u ow
= — N?=— .94
020t? f@zat oy’ (9.94)
menant finalemer#
pru _p o gy (9.95)
0z0t2 azat '
o*v PPu 5 OPw
0.0~ Taae N dyot’ (9.96)
dont la soustraction 'une de 'autre fournit
0*w 03 5 0 Ov
oyl f% - (8753 +f ) oz (9:97)
o (v 0% v 0 _,0v
a(@‘l—a—g/z)—f—ﬁa (8t3+f )a (N a)—o (9.98)

Une solution en&paration de variables (C.L ??22)} v, (x, y,t)¢,(z) réduit le probkmea un
proleme de Sturm-Liouville:

d dZ. 1

. N_2 n —Z e .

- ( = ) o Zn =0 (9.99)
o (0%, 0%v, ov,, v, , O,
v _ I 9.100
8t<8x2+8y2>+ﬁ0x (8t3+ 6t) 0 (9.100)

ou nous avons introduit la constante @gparatioryh,,. h,, est appel la profondeuequivalent,
et on calcule le rayon deéfbrmation du mode: par R, = \/(ghn)f‘l. UTilise pour cal-
culer les rayons deé&ormations LOCAUX; partiellement incé&nent avec I'hypotése de base
d’homocgereité horizontale.

Modes internes, &rifier ce que cela donne en coordées isopycnales avec superposition du
mode geostrophique

9.15 Separation de facteurs

Geéreralement, legtudes de sensibiitse limitenta une simulation dans laquelle on varie un
paranetre afin d’analyser I'impact d’'une telle variation sur ésultat de tude. Cependant, si
plusieurs paragtres sont susceptibles d’influencer la solution, I'appeoclassique de les faire
varier I'un apes l'autre et de comparer la simulation deéférence peut conduirg de fausses
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conclusions. En effet, imaginons une simulation de @at(CON) pour le calcul de la circu-
lation en Mediterratee, dans laquelle est inclue un forpar |ledRé et un rappel vers la saliait

en surface. Nous pourrioreggudier la pesence du forpar la rigre en modifiant sonébit (z&ro

dans un cas ex@me, simulation NOR) et ensuite I'influence du rappel en serén modifiant la
valeur du coefficient de rappeét@alement&ro dans le cas ex@me, simulation NOS). Nous pour-
rions alors analyser les diffences NOR-CON et NOS-CON afin de les intéter de faclassique
comme isolant I'influence des la réie et du rappel en surface respectivement. Cependant, c’est
oublier que le rappel de surface contient le signal climegide la rivere et que les deux facteurs
interagissent donc.

Il conviendrait de trouver un éthode qui permettre de tenir compte de ces interactioms. Ic
nous pésentons la gthode de &paration en facteurg].

S'’il n’y avait qu’un facteur, nous pourrions dire que Esultat de la simulationabend d’un
facteurs qui prend la valeud si le processus est absentief’il est inclu. Dans ce cas, la solution,
résung par n'importe quel outil de diagnostiquéatit pecedemment,&pend de ce parastre s.

La solutiony peut alors se@composer en une partie qui niepend pas de ce paratrey,, et une
partie duea I'inclusion du pararétre;. Bien dir, il est facile de dterminer ces deux parties par
deux simulations. Une simulation avec= 0 fournit la solutiony(0) ets = 1 la solutiony(1).
On a ensuite

P(1) = o+ (9.101)
P(0) = o (9.102)
de sorte que nous avons, sans surprise,
Yo = 1(0) (9.103)
1 =1(1) —(0) (9.104)

et la dernére relation nous fournit la contribution du seul facteur
Quand il y a plusieurs facteurs, nous pouvons dire que ldisnoldepend des ces paratnes:

w:¢(517327'-'73n) (9105)
Nous pouvons alors decomposer de la fasuivante
Y=o+ Y Uile) + Y iilei ) + > viklciciia) + . (9.106)

toute fonctiony; ;i (...c;, ¢j, ¢k, ...) €st nulle si un des facteurs est nul. Ceci veut dire que
Yijk...(...ci, ¢, ¢k, ...) désigne l'influence conjointe des facteursc;, cx, ¥;(c;) 'influence du seul
facteurc; etc. Taylor,s; petits, alors analyse de sensil@litlassique, superposition d&ponses
car variations des causes petites. Sinon, comme c’estsblaveas, (ex. influence gsence, ab-
scence de topographie et stratification), |és\iees suprieures (actions conjointes) doiveite
pris en compte

Pour relier ces fonctions des resultats de simulations, il suffit d’effect@ésimulations avec
toutes les combinaisons possiblescge- 0 ouc¢; = 1 ce qui permet d’itendifier

¥(0,0,0...,0) = 2 (9.107)
¥(0,0,...,1,0...) = vo + Yi(c; = 1)h( (9.108)
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Il suffit d’inverser cette squence pougcuperer l'information souh&ie.

Example: Med, 6 mois, river, noriver, relax, norelax

Un probEme particulier de cette@thode (en plus du praneévident du cat en2™) est bien
entendu ke au choix des variables dont étudie I'effet. Ainsi, [?] 'importance de la contribution
d’un facteur varie en fonction du type et du nombre des ataisurs intervenant dans I'analyse.
Géneralement, puisque les processus ne sont papeéndants, I'ajout de facteurs diminue la con-
tribution individuelle d’un seul facteur en faveur des cimittions conjointes

Si une nethode de 'eparation de facteurs n’est pas@egunsgau bout, il faut au moins realiser
les exgeriences en ne modifiant qu’un facteéula fois, afin de pouvoir au moins identifier ....

Il va de soi que les eXriences de sensitigtdoivent introduire des variations suffisemment
fortes pour @rérer un signal étectable, mais suffissement faible pour reséaliste et ne pas
mener le modle dans un autre mode de fonctionnement.

Le fait qu’'un étude de sensitivét demande une perturbation suffisemment forte est due au
fait que si la perturatiotait petite, nous aurions deug&alisations d’'une exgience, mais que
la difference entre les deux simulations ne soit significative poerinterpetation en termes de
differences de I'enée. En effet, statistiquement la difence ne serait significative que si I'on
arrivea prouver que chacune des deéalisations est une bonne estimation é¢at moyen statis-
tique. Pour cela il faudrait effectuer un ensemble dedlfmtions de I'exprience de confile dans
laquelle on modifie @toirement des paragtres, et ensuite un ensemble dedictions €galement
par modifications @toires des paragtres) dans laquelle on a mofide fapermanente) la fonc-
tion d’entiee dont on veuttudier la sensitid. Ensuite on devrait comparer les moyenneggfier
que leur diference inter-exgrience est statistiquement significativeégiard de la variabili intra-
experiences.

En pratique, en se lére de cette obligation par une utilisation d’un changerdena fonction
d’entree suffisemment forte et une connaissance subjective deitbiiéé typique des simula-
tions.

Analyse de donees: analysis of multifactor experimen®} p522ff
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Ici, nous allons nous concentrer sur le casla mer est homagne horizontalement. Cette
hypotrese est satisfaite localement dans une mer, si les longuataséristiques horizontales
sont suffisamment grandes. Dans ce cas, nous pouegtiger les @rivations selon I'’horizontale,
et concentrer notre attention sur I'adaptation éedulement aux forcages des couches dange
en surface et au fond. Nous allons d@tadier ces couches par une approcletutie de couche
limite ou nous allons agliger les variations horizontales devant les variatimrticales assoees
ala couche limite.

10.1 Equations

Dans cette approximation&guation de la conservation de la masseesiita

ow
ow _ 4 10.1
P 0 (10.1)

Puisque nouségligeons aussi les variations horizontales de la proﬁmﬂdaous avons la condi-
tion limite au fond ¢ = 0)

w(0) =0—w(z) =0, Vz. (10.2)

Cetteégali€ pour toutz entrdne que, selon la verticale gquation de la quanétde mouvement
se eduita I'equilibre hydrostatique, sans aucune autre hygsstpealable.

dq

dz
Or le champ de pouée est aussi ir@pendant des coordoaes horizontales et, par c@&ugient, en
prenant les @rivees selon: ety de (10.3), nous avons

0 (0q 0 (0q

—|l=)==(=)=0. 104

0z (856) 0z <8y) ( )
Et nous voyons que si nous négligeons pas a priori le gradient horizontal de pressi@ancg
gu'il est une force impame exérieure), il faut @anmoins, pouétre coleérent, admettre que cette

force est inépendante de.
Leséquations de quanéitde mouvement s@duisent alora

b. (10.3)

ou dg 0 |_.0u
5% fv— 9 + e {ual : (10.5)
ov dq 0 [_0v
a = —fu — a—y + & |:V§:| s (106)

ou v est le coefficient de diffusion (turbulent dans une nasile).

1 Au cas ai le fond est inclii, on peut tout de &meétudier de la couche d’Ekman au fond en introduisant des
coordoniees et vitesses dont la "verticale” est perpendiculair@ad {voir par exemple?]).
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10.2 Mocdele 1Da fermeture turbulente

Dans ce chapitre, il s’agit deggielopper une @thode deé&solution nuradrique de€quations
non-linéaires du chapitr@?, simplifiees pour une situation 1D, mais co@tpks par une formula-
tion approprée de la longueur de @ange ou de la dissipatien

10.2.1 Equations 1D

Si nous partons defquations du chapitre 2, en faisant I&mme é&émarche qu’au &but de ce
chapitre, nous obtenons leguations 1D suivantes

%:_fu_%+% [?] (10.8)
aa_f _ % PT?TZ} | (10.9)
% _ % {;S%} , (10.10)
LAY O [Ak%} | (10.11)
A cela, nous pouvons ajouter uaguation pour la dissipatian
% = % (1P 4 3B — c€) + % i—f%] ;- (10.12)

ou nous avonséfini la frequence de Prandil/ et la frequence de Brunt - ¥sala N par

9 ou||®
M?* = ||— (10.13)
0z
N? = o (10.14)
0z
ainsi que la production de turbulence par cisaillement
P =iM?, (10.15)
et la dissipation de turbulence par stratification
B = —\'N2 (10.16)

Afin de fermer le sygtme, on doit relier la diffusion turbulente aux pagtmes caraérisant
la turbulencea savoir [€nergie cigtique turbulenté: et sa dissipatiom. Par des consg&fations
dimensionnelles, on calcule )

k
7= ()c,—, (10.17)

# €
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ainsi que
\T 0\3 / k2
A= (c,) o (10.18)
Les facteurs de proportiondisont en&alite affecés par la stratification et le cisaillement, et
une pararatrisation courante est

- So + S1an + Saaps (10.19)
P14 dyay + daeany + dsad + dyayan + dsal,’ '

’ S4+S5OZN—|-SGCYM
¢ = : 10.20
# 1 + leéN + dQOéM + dg&?\[ + d40zNon + d501?w ( )

avec

oy = (c2)6lz—jM2, (10.21)
et ;

ay = (cg)6l:—2N2. (10.22)

A titre d’exemple, nous donnons une liste de valeurs deswras.

S0 S1 52 Sq S5 S6

0.7311| 5.5528| -0.0386| 0.7655| 1.4414| 0.2805

Table 10.1 : Paranmetres pour les fonctions de stabdit

d; dy ds dy ds cg
11.9251| 1.3405| 18.9086| 11.3796| -0.0735| 0.527

Table 10.2 : Parametres pour les fonctions de stabdit

(&1 Co C3 O¢

1.4411.92|-0.629| 1.2

Table 10.3 : Paranetres pour lequation de:.

Des cbtails sur la fermeture turbulentegsenge peuvengtre troues suht t p: / / www. got m net .
Nous constatons que nous avons wilimmeéquation pour la tengrature’ et uneéquation
pour la salinie S au lieu d'uneéquation pour la pougsb. Ceci suppose que l'on calcule la
pous&e par un€quation détat. Dans notre cas, nous admettons que la colonne d’esedeasne
salinite caractristique de35 et une temprature caraéristique del5°. La pousée peut alorgtre

calcukea partir de

b(65,0T) = 5{0.21960775T +0.0062179507% — §5(0.771161 — 0.0018146T) }, (10.23)
0
88 =8 —35.00; 0T =T —15°, po=1025.9731kgm>. (10.24)


http://www.gotm.net

10.2. MOLELE 1DA FERMETURE TURBULENTE 83

10.2.2 Stratification et longueur de nelange

La dissipatiort au lieu détre calcube par un@quation dévolution baée sur une paragtrisation,
peut, elle-néme,étre pararatrisce directement
Nous avons toujours

e=ay—; ap=05 (10.25)
14
maisa present, il faut consierer quer peutétre calcuk en fonction des variables du préebie.
Comme indigé au chapitr@?, on peut calculer la viscogitturbulente par

v = agVkL, (10.26)

ou L est une longueur de &uange.
Dans le cas d’'une colonne d’eau stré&t] [?]

N2
Ri= 15 (10.27)
AP N2
Ry =—+r (10.28)
L=Lo(Ry); v=1-Ry (10.29)
\T _ \S _ \b__ ~ . _ _
AN =2 =N =00(Ry); P=7/(1-Ry) (10.30)
Lo= Kz (1 . 5%) K =04 (10.31)
y=11-14; 6§=05-10; MN=7p (10.32)

Exercices

Discréetisations

Nous allonsa pesent écrireune méthode deé&solution déquations aux &rivees partielles :
la méthode des volumes finis.

La méthode des volumes finis (qui est une variante dedthode des diéfrences finies) est en
fait bage sur 'approche gconige pourétablir leséquations aux &@rivees partielles du syatne.

2au lieu de ésoudre unéquation approdke, on essaie directement de formuler une approximatidnconnue.
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L iAZk

€3

Figure 10.1 : Grille verticale 1D.

Dans ce dernier cas en effet, omalise un bilan sur un volume quelconque et, ensuite, on fait
tendre la taille du volume ver€m pour remplacer les défences de flux par le€dvées et la
valeur moyenne de 'inconnue dans le volume par sa valeatdo®ans la rathode des volumes
finis, on pro@de de la rame facon, en maintenant toutefois le voluen@ne dimension finie.
Alors que, dans une @thode aux diffrences finies classique, lesriyées sont rempl&es par leur
déeveloppement eresie de Taylor, la rathode des volumes finis est unétimode plus physique que
mathtematique. Les deux @thodes fournissent, dans des cas simples égugtions ligairesa co-
efficients constants), les@meséquations dis@tes; mais la @thode aux volumes finis pasie
'avantage de seayeraliser plus facilemer#t des cas plus complexes, tout en assurant, par exem-
ple, la conservation. Nous examinerons par la suitedthode des volumes finis appliegga notre
mockle.

Si nous inégrons [equation type suivante

N _ oy, 9 5y
2= QY+ = [A 82} (10.33)

sur une maille de la grille repsengea la figure (10.1), nous trouvon£buation dévolution pour
la valeur moyenne de la variableatat dans cette maille

Z 0y - — —R) _ =k
Y (o 2) s (a-22)) 1034
J(z) = —Xy? (10.35)
z
1 [ttt
L= A—Zk sy 'dZ (1036)
kT3
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Pour obtenir une &thode de é&solution, il "suffit” de calculer les flux discrets et de cioi
un sctema de disd@tisation temporelle. Nous sommagpresent @ja en mesure d’exploiter cer-
tains avantages de la digtisation choisie. En effet, le sema permet non seulement un coter
facile de la conservation (tout ce qui sort d’'une maille rerdans la suivante), mais aussi une
implémentation aise des conditions aux limites (il suffit de substituer les #axsurface aux flux
discrets). La conservation est, bien entendu, primordiates le cadre d’unetude de dispersion
de polluants, de bilan thermique ou de saéir{gurtout dans des simulations portant sur plusieurs
moais).

Terme de production - destruction

Supposons que le terme sourg¥ deséquations grérales puisse seedomposer en sa partie
de productionPY > 0 et sa composante de destructibd > 0 tel que@Y = PY — DY avec les
proprietes suivant

y >0, (10.37)
y=y = PY=DY (10.38)
y>y* = PY<DY (10.39)
y<y" = PY>DY (10.40)
La solution de léquation diférentielle ordinaire
dy
—~=pY_pYy 10.41
- , (10.41)
y(t =0) =Y, (10.42)
pos®de la caraéristique suivante
Yo=" = Yy() =Y, (10.43)
Yo<y' = Y)Y, (10.44)
tlir+n y=Yy". (10.45)

Nous allonsa pesent évelopper une &thode de disétisation de Equation[(10.41) qui soit,
a la fois,a un seul pas de temps et qui n‘'engendrera pagdassié de Esoudre un&quation
non-lineaire (sinon la gréralisationa une discetisation 1D compte est compromise). Nous
proposons donc de digiser I'equation comme s

Pyn Dyn
y =yt AL {y—n (y™ (= 0y") = T

Cette expression lgaire en §*! est €solue afin de calculer

oy + (1 - e)y")} . (10.46)

3 Le lecteur erifie sans peine que ces hypesies sont typiqguement satisfaites dans le cadre des fdiomslaes
lois d’évolution d’une seule composante biologique. Dans le Ggdusieurs esgces interagissent, notre analyse reste
d’application pour les termes d’interaction qui variemttesment.

4 lindice sugerieurn désigne l'instant, alors quen + 1 désigne le nouvedtata l'instantt + At.
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y't = (14 e)y", (10.47)
pPY" — DY"
Y Py —6DY")

€

(10.48)

Pour que le sadma discret donne une solution qui peds les r@mes propétes qualitatives
gue la solution exacte (la@ecision quantitative pouvagtre obtenue en diminuant le pas de temps),
il faut que les trois conditions suivanfesient satisfaites

ysy = LYoo, (10.49)
y<y = 0<e<? y_y, (10.50)
y=y* = =0 (10.51)

La troisieme conditioretant renconée, il est alors assde prouver que la conditian< 0 (¢ > 0)
aucasay>y* (y <y*)nécessite

Alt — PY —6DY) > 0. (10.52)

D’autre part, les deux autres conditions peuveatsie

o < =2, (10.53)
y
ce qui,a l'aide de l'inegali€ (10.37) et des deux proptis (10.39) -(10.40), devient
Y _ DY Y _opY
L PY-DY uPY oDy (10.54)

At =y —y y

Cette derrére condition est plus restrictive que (10.52) et est doselde condition qui subsiste.
La condition (10.54) permet aussi de calculer un pas de temapsmumA£,,., admissible

Y_pY .PY—enY
L :maXy{P D7 70D } (10.55)

+
Atma;z: y* - y y

ou la recherche du maximum peut se limiter au domaiakndté par les conditions initiales
extremes et la valeur équilibre y 9.

Il est clair, d’apes la condition/(10.55), que I'on aurait @@t a choisir. = 0, 6 = 1 pour
augmenter le pas de temps admissible, mais il pougtegt opportun de choisir d’autres valeurs
pour accrdtre la pgécision.

5 Comme peccdemment, pour la cld@tde I'ecriture, nous avons omis d’indiquer l'indice.
6 Si le second membre eskgatif, il est sous-entendu que le pas de temps est #imit
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A titre d’exemple, nous pouvons conéi@r une loi logistique pour la croissance d’'unecesp
biologique dtermiree : (en variables adimensionnelles)

PY =y, (10.56)
DY =y?, (10.57)
v =1, (10.58)

1
ymaa:<1 - 0) + v

Ainsi, nous pouvons augmenter le pas de temps en diminuaunten augmentartt. De neéme,
pour I'equation de Energie cigtique turbulente (adimensionnellg)nous avons

Atyas = (10.59)

Pk =k, (10.60)

Dk = |32, (10.61)

k=1, (10.62)

At e = min ! L (10.63)
" Vkmaz(1 = 0) + \/k:naa: " VEmin(1 = 0) + \/kim'n .

Terme de diffusion

La discgtisation spatiale des flux diffusifsérit naturellement comme

Az 1y (yk_ykfl)
J <zk 5 ) = =), B+ Do) 2 (10.64)

ou nous avons &sigre parS\}; la valeur du coefficient de diffusioa I'interface entre la maille
k — 1 etk. Ceci montre que I'on a iktét a cefinir les coefficients de diffusion aux interfaces
entre les mailles. Quastla discétisation temporelle, nous pouvons prendre urestimplicite
caracéris par un taux d’'implicé o de sorte que I'orecrit

n . — At
yitt =yi + AtQY - Azr
oy )y T -y

R (Azk + A2k+1) /2 ki (AZk + A,Zkfl) /2

B ]y (Vi1 — Vi) 1Y (Vi — Vi)
i [ Moo (Azp + Azgyr) /2 N (A2 + Az /2

(10.65)

ou nous pouvons remplacer les valeurs locales par leur wheogennes sur la maille corres-
pondante.

La discgtisation donne donc liea la ©solution d’'un systme lireaire tridiagonal, que I'on
résoudra par I'algorithme classique decdmposition LU des matrices bandes (voir annexe).

' Cette interface ne se trougemi-distance entre les centres des mailles adjacentesoguespe grille uniforme.
Par contre, le centre des mailles se trouve toujaurs-distance entre les deux interfaces avec les maillezedies.
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Terme de Coriolis

Si nous considrons le sygtme

((11—1; = —fezAu, (10.66)

nous pouvons facilement montrer que

2
Al _ (10.67)

dt

Une des caraétistiques de la force de Coriolis est donc que son travadanique est nul. |I
ne faudrait donc pas que la diétisation nurarique cée un travail recanique sysimatique. Il est

0,

ais de constater que la digtisation simple

u" = u" — fAtesAu”, (10.68)

va engendrer une vitesse dont la norme ne cesse d’augnsater.pouvongliminer le probéme
en ajoutant un terme de friction n@mque ajust pour que le travail gcanique total soit nul. En
effet en consiérant le scema

u" = u" — fAtesAu" — AtKpu"t, (10.69)

Vit AR (10.70)

At

KfE

qui n’est qu’'un cas particulier de

u"t = qu” — besAu”, (10.71)
dont la solution £crit
u" = (Va2 +0?)" {u’ cos(nAtw") — (esAu’) sin(nAtw™)}, (10.72)
1 b
wh = — atan(—) . (10.73)
t a
et le sclema conserve&nergie si
-t (10.74)
T It AR, '
fAt
= 10.75
1+ AtKy’ ( )

Si ajouter un terme de friction artificiel nous heurte, noogyons aussi disétiser le terme de

Coriolis de la marére suivante
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u"t = u" + fAL, (10.76)

o =" — FAtT! (10.77)

VT2 = " — fART (10.78)

u' =" fAT (10.79)

Ce dernier scbma consiste dong simplement utiliser dans le terme de Coriolis I'informatla
plus recente ! Afin de conserver une sgtrie dans le calcul, I'ordre de calcul deetv est inverg
a chaque #ration.

Simulations

En partant d’'une situation initiale stra&@, simuler I'effet d’'un coup de vent. Comparer aux
résultats analytiques.

Oscillations d’inertie du transport

En partant de Bquation ??) avecr® = 0, trouver une solution instationnaire en appliquant
par exemple la @thode de Laplace et en prenant comme cas partietilier7;~(t) ou 7; est une
constante ef(¢) la fonction de Heavyside. Dans ce cas, montrer que |'osicfial’inertie fait que
le vecteunV tourne autour de sa valeur&djuilibre.

Oscillations amorties du transport

Reprendre le proBime 21 , mais avee’ = §)V. Estimer la valeur dé. Est-ce une valeur
réelle ou complexe ?

Structure verticale stationnaire pour  constant
Reprendre les probimes?? et ?? mais pour un ogana profondeur finieh. Monter que la
solution est un matching des solutionggdentes. Faites appérea le nombre d’Ekmary, =

20
fh2

Solution instationnaire

Calculer les valeurs propres et fonctions propres?@egour les deux cas suivants

!

N
I
=)

(10.80)

A
I

h h
% ZIF’ (1 —05 Zx?’) (10.81)

ou 7, est une constante.
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Solution instationnaire pour un ocean de profondeur infinie

Reprendre le probme??, mais pour un ogan de profondeur infinie partant du repos et avec
un coefficient de diffusion constant. Montrer que la solupour le vecteur vitesse en surface peut
s’exprimer en fonction des iagrales de Fresnel.

Spirale d’Ekman dans le cas d’'une couche logarithmique de fond

Chercher la solution dedqguation 9?) ou v = u,.Kz.

Ekman pumping

En faisant le bilan de masse pour la situati@crite par la ??), calculer la vitesse verticale et
retrouver @?).

Calcul de la vitesse vertical au-dessus de la couche d’Ekman d’un fdnncliné

A partir du profil de vitesses de la couche d’Ekman du foP@),(calculer la vitesse verticale
en fonction du champ du courargastrophique au-dessus d’un fone- —h(z, y). Montrer que

= /ée3 - (VAu,) —u, - Vh (10.82)

Interpiéter.

Interpr étation de 'Ekman pumping au fond

A partir de (?), calculer le transport dans la direction paghdl au courant @ostrophique
et perpendiculaire au couranéastrophique. Calculer ensuite la quangntrantea travers une
courbe fern@e dans un plan horizontal. Montrer que la contribution dw flaralkle au courant
géostrophique s'annulle et que seule la composante peqéaile donne un effet net non nul.
Ensuite, en invoquant la conservation de la masse et leteagarbitraire de la courbe sur laquelle
on integre, montrer que la vitesse verticale est bien éerpar £7?).

Force de Coriolis
Examiner la disctisation suivante du terme de Coriolis
u"tt = u" — fAtesA{(1 — B)u” + pu™t'} (10.83)

Quel est le comportement de la solution déteren fonction de la valeur de?
Quel est le prokeime si I'on veut gréraliser ce sadmaa une disagtisation 1D ?

Conditions de stabilitt numérique

Trouver la condition de stabiétdu sckma de diffusion, dans le cas ¢tes mailles sont uni-
formes et les coefficients de diffusion sont constants. Comhipeurrait-on ajouter un terme de
migration (vitesse verticale impes) au scema ? Quelle serait la condition de stabilit
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Conditions de stabilitt numérique

Examiner la stabil# du scikma|(10.76) - (10.79) et montrer qu'il est stable si et seatgrsi
fPAL2 < 1.
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Une étude épandue parmi les @anographes est celle kassur la vorticé. Nous allons en
présenter une version simpé# qui montrera notamment I'effétet la 'western intensification’
due aux ondes de Rossby. Nous allonséerire leséquations et discuter quelquestals de
la résolution nuradrique sur un ordinateur vectoriel. Une application dansasiplus ou moins
réaliste servira alors de test du &ama.

11.1 Equations

Nous avons éja monté (cfr. ??) que leséquations hydrodynamiques peuvétte inegees
selon la verticale entre deux couches impeaties (pasécessairement le fond et la surface), pour
donner de€quations pour le transport

Z 4V, (Hu) =0, (11.1)

ot

OHu s b ~

T + V- (Huu) + fesAHu=B — HV,qs + 7° — 77 + AL (Hu). (11.2)
H est la hauteur sur laquelle nous avongdn,
B un terme qui tient compte de I'effet de difence de dengit(barocline),
T, 7t sont respectivement les tensions en surface et en bas dedae;o
K est un coefficient de diffusion tenant compte de I'effet itlesat
qs est la valeur de la pressioggerali€e en surface.

Pour I'étude que nous allons effectuer, nous utilisons I'appratiom du rigid-lid qui consiste
a régliger%—fj dans|(11.1) et &valuerH ~ h. Nous avons €ja monté (??) que c’est une appro-
ximation valable si nous nous &ressons aux grandéshelles de temps et que nous voulons en
fait filtrer les ondes de grawtde surface rapides. Pour pouvoagtiger ce terme, il faut en effet
que le nombre sans dimensignsatisfasse

L\?> ULf
€ = RO (R—E> = g—h < 1, (113)

ou R,, Rg sont le nombre de Rossby et le rayon @éfodmation externe de Rossbgfthis aupar-
avant.
Nous pouvons doncélinir une fonction de courant telle que

Hu = _a_zp’ (11.4)
Ay
Ho= 2% (11.5)
ox
Nous pouvons aussedinir la vorticite du transpord
H H
w = JHv iU (11.6)

oz oy
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La definition de la fonction de courant nous assure quedfuation((11.1) est toujours satisfaite
et il ne reste plus quedguation|(11.2) que nous pouvons transformer enamq&tion pour la
vorticité en en prenant le rotationnel et en le projetant sur la \aetic

0 1 2 0
N LT (0) T (T30 + 98 = T (h ) + €5+ (V4AB + V4Ar* — VyAr?)
—H%Ahw.
(11.7)

Pourétablir cetteequation, nous avonsgligé les variations de profondeur d’ordre suigur
aux gradients.

Si B et 7 sont des donges du prokiime, ¢,, 7’ dépendent eux dedcoulement. Or, leur
influence dans &quation|(11.7) n'est pas dominante (faibles variationprdéondeur et peu de
frottements au fond d’un @an profond) et nous pouvons les approximer par les ceraidns
suivantes.

On sait qua grandeechelle, Iecoulement devient quasegstrophique. Il semble donc naturel
d’approximer le terme inconny (h, ¢s) en liant les @rivées deg, aux vitesses par la relation
géostrophique

fHo~ 1% g 0 (11.8)
ox ox
dqs oY

fHur —HZ L+ Fy o = (11.9)

(F est la somme des forces externes, vent et force barocline)égligeant comme avant les
variations d’ordre sugrieur de la profondeur, nous pouvons déraluer

f 1 Oh Oh
Th,q) ~ =3 T(hw) = (F 7 Fr ay) , (11.10)

terme dans lequel peutétre garé constant.

En ce qui concerne le frottement au fond, nous pouvons hesta partir des @sultats de
la couche d’Ekman sur le fond (vo#?). Nous y avions vu que la tensioreduitea partir de
I’ écoulement gostrophique en dehors de la mince couche ligiisdt tourree d’'un anglé proche
de 45° par rapporta la vitesse gostrophique eétait don@e par une fonction&pendant de la
vitesse @ostrophique (assin@éa la vitesse moyenne puisque la couche d’Ekman est une mince
couche limite par rappoég toute la hauteur de la couche d’eau) et d’'un afigitus petit quets°
pour unécoulement turbulent. On peut aussi trouver la forme dedalw®d’Ekman sur un plan in-
cliné et ainsi calculer le frottement en fonction de la topogi@futale, de la vitesseagstrophique
etde l'angled : 7° = g(0, H,u) ~ g(6, h,). En prenant le rotationnel, nous pouvons exprimer
finalement tous les termes en fonction des inconnueset des donees externes! ~ h, B, 77,
0, 3, f, k. En particulier, en prenant la solution de la couche d’Ekrmariond du chapitré?,
nous avons

(VoAr?) ey = @ (%ix - %iy) — ¢! {%V%w (V) (th/z)} RNCEREY

oudg = , /? est la hauteur de la couche d’Ekman du fond.
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L’ équation(11.7) ne posde donc plus que deux inconnugsv qui peuvent cependag@tre
reliees entre elles par l&tinition (11.4)4(11.6) pour livrer une seconéguation

@112

D’autre part, si on aglige la variation spatiale de la topographie et de la denkequation

(11.7) se simplifie en (11.13)

0 0
a_L: + j(@Z) u)) + a—wﬁ = e3- (VhATS) — 5E%w + I%Ahu}. (1113)

11.2 Meéthodes nungriques

Leséquations (11.7) et (11.12) sont e@rgral impossibles réesoudre analytiquement et nous
allons donc évelopper des Athodes deé&solution nurédriqgue susceptibles de servir dans des
problemes plus complexes.

11.2.1 Jacobien d’Arakawa

Arakawa a mon#& que la bonne disetisation du Jacobien pe&titer des erreurs physiques. I
est parti des diffrentes possibilts décrire I'expression du Jacobien

J(,f) = ——F— — —— (11.14)

o [ 98\ 0 ([ 08
5 l) 5 () @

dy

B da 03 0B 98 9B\ (da | da
{(%_ 8_@/) ((9$+ 8@/) (395 r&u) ((%Jﬂ@y)} (L17)

L'expression (11.17) du Jacobien est directement iggpifun changement de variablesfidi
comme suit

e (11.18)
E=a+ % (11.19)
Dans ce cas, nous avons en effet
a% _ % (a% _ r@%) , (11.20)
a% _ % (a% n r@%) , (11.21)

et

dadp  Oa aﬁ}

2
J(a, ) = ?{877 9 ~ ¢ on (11.22)
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Nous pouvons donc digetiser le Jacobien sans prébie selon une des formules (11.14)-

(11.17) "
(11.14) donne
1
T = M{(%H,j = ie1,5)(Biji1 — Bij-1) — (Qiger — aijo1) (Bivry — 51;1,3')}7 (11.23)
(11.15) donne
1
j+x _ M{@iJrl’j(ﬁiJrLfA - Bz#l,jfl)
— o1 (Bimrgn = Bicrjo1) (11.24)
— i jr1(Biv1j+1 — Bic141)
+ Oéi,j_l(ﬁz‘—i-l,j—l - ﬁi—ld—l) }’
(11.16) donne
1
T = M{ﬁ (@ — Ggn)
— Bijr @iy — i1 j1) (11.25)

- ﬁi+1,j(04z‘+1,j+1 - Oéi+1,jfl)

+ Bic1 (i1 41 — ai1,j1)}>

alors que pour que la deere formule (11.17) soit utile, il faut les ispet iso€ passent par les
points discrets : il faut donc prendre= %%, auquel cas le Jacobien digtigz selon[(11.22) se

. Az
presente comme

1

XX
J = S8AzAy

{(ai-l—l,j—l - Oli—1,j+1)(ﬁz’+1,j+1 - ﬁi—l,j—l)
(11.26)

- (Oéz‘+1,j+1 - Oéi—1,j—1)(ﬁz‘+1,j—1 - ﬁz‘—l,j+1) :

En cefinitive, une forme valable pour le Jacobien, se basantuenignt sur les points qui
I'entourent directement (faciétpour les conditions limites), est la suivante

T =aT ™ 0T + T +dT*, a+b+c+d=1 (11.27)

Le choix des paragtresa+b+c+d nous donne la possibiétd’inclure des exigences méthatiques
suppEmentairesa I'exigence de la consistance. Par exempie,” et 7** verifient 7 (o, ) =
—J(B,a), alors que7 t*, 7** ne \erifient pas cette prog@€. Par contre, si nous prenadns- c,
le Jacobien disétist selon (11.27) satisfadt cette propgte matlematique.

1 Le premier signe au dessus duindique la position de pointiol'on évaluea, le second la positioniol’on
prend3 : par exemple,7 > prenda sur I'horizontale et la verticale, alors quiest pris sur les obliques: (=
zo +iAx; Yy =yo + jAy.)
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Figure 11.1 : Jacobien en axes obliques.

11.2.2 Laplacien discret

Tout comme dans le paragraph@gdent, nous pouvons digtiser le Laplacien d’'une fonc-
tion o de differentes magires

1 1

AT = (@i + Qi — 2005) + Ay —— (g + i — 2045), (11.28)
1

AX = —QA:L’2 (ai+17j+1 + Q1,541 + Q1,51 + Qi 11— 4ai,j) , (11_29)

mais cette der@re expression (11.29) &tant ealisable et consistante que palr = Ay. On
peut donccrire le Laplacien comme

A% = (1 —e)AT +eAX, (11.30)

ou I'on prende = 0 si Az # Ay.

11.2.3 Sclma d’Euler

Pour la ésolution temporelle, nous proposons le&ula explicite simple d’Euler, c’est-dire
gue nous calculons

Wttt ﬁ
%, %] _ _ d Ad no_ = n C—h™ .
—At j ( (5 z]) + QA:E( i+1,5 Z—LJ) (11.31)
+ey - (VHATY) f {ozw”+1 —a)w;},
d,n+1 n+1
Adyrl = o, (11.32)

Rien n'emjiche d’envisager d’autres ghas temporels ou spatiaux tels que léthudes im-
plicites, semi-implicitesa directions alterpes implicitesa plusieurs pas de temps etc.
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A(k+n)
C) |+ oy L
X | X
\B(k+n)
A(k+n+1)
C(k+1) o /
- 4 \

B(k+n+1)

Figure 11.2 : Vectorisation.

11.2.4 Surrelaxation Red - Black, Gradient Conju@, FFT, Multigrille

Pour esoudref (11.32), nous nous astreignons au tas € 0. Dans ce cas, les @&hodes
de esolution de|(11.32) sont nombreuses et performantes.utllefa effet remarquer que cette
équation doi#tre esoluea chaque pas de temps. Pouréaalution du sysme lireaire (11.32),
la méthode la plus performante imaginable est uhode qui a un nombre d’épations propor-
tionnel au nombre d’'inconnues N. On sait que lethode de Gauss-Seidd@aessitél peu pés N
itérations pour converger et le nombre cBogtions est donc de?NLa méthode de Gauss-Seidel
avec surrelaxation optimale converge, quaetle, en N/2 itérations et le nombre d’'@pations est
proportionnef N*/2

Pour des gonetries simples, le paragire de surrelaxation optimal pe@tre obtenu analy-
tiguement alors que dans uneagrétrie plus compligée, on peut I'optimiser le long de€rations
temporelles ou le calculer ni@riquement au&bart.

Cependant, 'agnement d’ordinateurs vectoriels demande de revoir qegbgui les critres
de choix des rathodes deésolution. En effet un programme qui, sur un ordinateursias,
est plus lent qu’'un autre, peétre plus rapide sur un ordinateur vectoriel parce qu’ihpstrune
vectorisation efficace. Explicitons ce qu'on entend partamgation : dans un ordinateur clas-
sique &quentiel, le processeur effectue un@mgion apes I'autre, néme si les oprations suc-
cessives sont ir@pendantes; ce qui a poadgs chercheura pensea des architectures pouvant
en quelque sorte effectuer plusieuremionsa la fois. Une nethode consiste alogs mettre au
travail plusieurs processeuasla fois (paraklisation) ou de faire commencer au processeur une
nouvelle o@ration avant qu’il n’ait fini celle (s) en cours (vectorisaf). Nous allons expliciter la
vectorisation. En fait, pour que le processeur puisse cameareune nouvelle dation avant la
fin d’'une autre, il faut que chaque @mtion soit subdivise en plusieurs sous-@mtions, chaque
sous-ogration pouvanétre effectée ” en une fois (en un cycle d’horloge) ”; €hatiquement :
voir (figure11.2.

L'utilisateur verra donc (ags un temps d’initialisation) sortir uresultat comple& chaque
cycle au lieu d’'un @ésultat tous les cycles (. est le nombre de sous-@m@tions de I'opration).
Le gain peut donétre consiérable. Cependant, pour pouvoir faire celolage, il faut satisfaire
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Figure 11.3 : Itérations du red-black. Points balag durant les #&rations paires €) et impaires ).

guelques conditions :
1. il faut que les calculs soient orga@ssdans une boucle;

2. il ne faut pas que le calcul soit interrompu par unéragion avec le syéme d’entee-sortie
(pas de read - write dans la boucle);

3. il faut que les calculs dans la boucle soientépendants, c’esi-dire que le processeur
puisse commencer I'agation sur les agrandes suivantes sans avoir besoinahuitat des
opérations en cours.

Il est donc clair que les athodes deé&solution ecurrentes (tel que Gauss-Seidel) ne sont pas
vectorisables dans leur version originale. Par contremiethodes telles que Jacobi le sont par
le carackre explicite des @rations. On a donc imagindes neéthodes deésolution combinant
les deux techniques : la&thode de RED-BLACK consiste, par exemmehalayer deux fois le
domaine selon la stragjie suivante.

On voit aigment que, praaant de cette facon, les calculs sontépendants, gme si on
remplace directement les nouvelles valeurs dans I'aneiematrice.

Une autre rethode couramment utibe pour la @ésolution de sysimes lirgaires creux est
base sur la minimisation nuarique d’'une fonctionnelle construiepartir du systme lireairea
résoudre. Ce sont lesathodes de gradient ou de gradient conpiqui convergent plus rapidement
gue les ndthodes de surrelaxation mais demandent plus de calcut&ion. D’autres rethodes
encore sont b&es sur une@tomposition en modes de Fourier discrets sur une géegaliere, et
la méthode la plus performante dans ce cas agaque est celle bas sur une ethode de sur-
relaxation sur des grilles imbriges de plus en plus fines (multigrilles). A ce sujet, voir p. ex

[].

11.2.5 Conditions limites aux otes

Si la condition d'imperrgabilitt des otes est facilement impés

Y =C, (11.33)
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la condition d’annulation de la vitesse tangentielle esinmévidente. Il faudrait en fait imposer
que

o _
on

Il faut traduire cette condition magématique (11.34) en une condition limite néngue pour
w. Or, si par exemple, nous nous approchons d'uite eni = I, nous avons

0. (11.34)

Wr,j

1
- A_xQW’IH»J +ro1y —2¢915) + A—yz(%,jﬂ +Yrjo1— 2¢15). (11.35)

Or, le long de la 6te, v est constant et selon la normale nous pouvons éliser [(11.34)
commey;_; ; = ¥r+1,;. Nous avons donc la condition limite paura chaque pas de temps

2
Wrj = @(%H,j — Y1), (11.36)

et semblablement pour les autréges.

11.2.6 Conditions de stabilie numérigue

Le sclema de esolutionétant suggré, il faudrait encore emtudier la stabilé. En toute
géeréralite, ceci est trop difficile, et nous nous limiteranguelques cas simples.
Schema de diffusion

Si nous ne retenons que le terme de diffusion et@e@e temporelle dansdguation [(11.7),
poure = 0, une analyse de stabéide Von Neumann fournit la condition de stakilit

1 1 1
RAL | — + — ) < =. 11.37

" (AmQ * AyQ) — 2 ( )
Cependant, powviter des oscillations non-physiques il egtassaire d’avoir

1 1 1
P —_—t — ] < - )
YAV ( D) y2) 4 (11 38)

Advection par le Jacobien

Si, sur un domaine, on@ ou 5 constant le long des fromties, il est ais de montrea partir
des expressions (11.15)-(11.16) que

J(a, B) =0, (11.39)
aJ (o, B) =0, (11.40)
B8I(a,B) =0, (11.41)
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ou~désigne I'inegrale sur le domaine en question.

A partir de ces propétes, on peut alors montrer que powgdbulementé&gi par

Ow
= Tww) =0, (11.42)

Apth = w. (11.43)

les quantiés suivantes sont consées dans un domain@d n'y a pas de flux entrant ou sortant

w=AMy (11.44)
2T = (Apy)? (11.45)
2V = w? = (Apt))? (11.46)

Si le sclema nunérique utili€ pour Esoudre (11.42)-(11.43) satisfait leémes conditions iggrales,
alors on est assé@mue le scema est cobrent avec les processus physiques. Arak&ja fnonté
que c’est le cas si on utilise = b = ¢,d = 0. Pour des raisons dedgaision, il est cependant

recommand de ne pas violer la condition de Courant-Friedrichs-LevM_()CFUAAj < %

11.2.7 Conditions initiales

Une possibilié est de partir du repos ou de la solution stationnaire &uvenk) du probédme
a faible nombre de Reynolds (prébhe lireaire)

Y(x,y) = ¢(z)sin (7?%) , (11.47)

ou ¢(x) doit satisfaire alors unequation diférentielle ordinaire du quaéine ordre non-homeége
a coefficients constants.

11.3 Application

Calcul nunérique de la solution de (11.12) - (11.13)

Calculer la vitesse caramistiquel = -, U = 77, et le nombre de Reynolds assoaila
seconde vitesse caradistique (plus grande que la prame, par ailleurs).

Trouver des longueurs caradistiques incluses dans lequationsgvaluer les et enéatluire le
pas de la maille nuérique aéquat.

Choisir une nethode deé&solution rapide de &quation de Poisson. S'il s'agit d’'uneathode
itérative, donner et justifier le ceite d’arét des iérations.

Choisir un pas de temps adatu scéma nunrérique et aux processus physiques.

Donrees

Ly ~ 1000 km, (11.48)

f~107 M m™s™ (11.49)

7, = —0.610"* cos(my/L) m*s~%; 7, = 0, (11.50)
H ~ 100 — 1000 m, (11.51)

65~ 10m (11.52)
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Etudier plusieurs Reynolds défents (2-70).

Commenter en utilisant la notion d’'ondes de Rossby barotr@pes

Simulations facultatives :

1) voir si une variation de topographie induit le€me effet que I'effef3, et comment varie
la solution si on ouvre les frorires au sud et au nord (quelles sont les conditions liraitgspli-
quer ?)

2 ) Positionner un cyclone (ou anticyclone) au centre du dioenet laisseévoluer le systme
non for& a grand nombre de Reynolds. Que se passe-t-il et pourquoi ?

Exercice

Solution de Stommel

Si nous nous irdressons augcoulementa tres grandé@chelle, lequation, eduitea ses termes
dominants, devient

B =-e3- (V,AT?) (11.53)

avec le vent prop@sdans I'application 11.3, cela permet de calculer la famctie couran& une

fonction f(y) prés. Cette fonction ne permet pas de satisfaire deux conslgioxlimites. Montrer

gue le probdme est un probime de couches limites. Calculer la solution dans la countitelen

supposant que le terme de friction au fond y joue@e important avec I'effet;. Montrer par la

conservation de la masse d’eau que la couche limite doitser aila fronterea gauche.
Montrer que la solution combé@e sécrit

L 9B,
¢:Fx%:j 1_Li_e 204 (11.54)

2 solutions du type onde de (11/1&yduita : a%’g”’ + %ﬂ =0.
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<
L

Figure 11.4 : Solution de Stommel.
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